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Résumé : Dans cette thèse, nous avons, d�une part, e¤ectué le calcul nu-
mérique des taux d�atténuation des fermions en Electrodynamique quantique à tem-

pérature �nie, d�autre part, nous avons réalisé et modélisé un piège magnéto-optique

(PMO) fortement saturé. La première partie du travail traite du calcul numérique du

taux d�atténuation des fermions dans un bain thermique en utilisant le programme

de resomme des Hard Thermal Loops (HTL). Une fois le taux d�atténuation est déve-

loppé selon le moment externe jusqu�au deuxième ordre, les coe¢ cients sont calculés

numériquement. Les ordres zéro et un sont trouvés �nis alors que l�ordre deux sou¤re

de divergences infrarouges logarithmiques. La deuxième partie de la thèse traite de

la modélisation basée sur une description locale en espace et en vitesse d�un PMO et

d�une simulation qui reprend la con�guration et les paramètres expérimentaux. Un

modèle unidimensionnel local de piège à faisceaux indépendants a donc été élaboré.

La motivation initiale est de pouvoir décrire certaines situations instables observées

dans des systèmes à faisceaux contrapropageants d�égales intensités. Ces mêmes com-

portements du nuage d�atomes froids ont d�ailleurs été observés dans les systèmes à

faisceaux rétro-ré�échis et décrits par des modèles qui, eux, se basent sur des gran-

deurs globales. En plus du fait que l�e¤et d�ombre soit traité localement, notre modèle

tient compte de la di¤usion multiple des photons de �uorescence.

Mots clés : Taux d�atténuation, Théorie des champs à température �nie, diver-

gence infrarouge, Piège Magnéto-Optique, Refroidissement d�atomes, Piégeage, Diode

laser, Saturation, Di¤usion multiple, E¤et d�ombre.
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Abstract : In this thesis we carried out the numerical calculation of

damping rate of fermions in quantum electrodynamics at �nite temperature and than

we modeled a magneto-optical trap (MOT) highly saturated. The �rst part deals with

the numerical calculation of the damping rate of fermions in a thermal background

using the hard-thermal-loop summation scheme. Once the damping rate is developed

to second order in powers of the external momentum, the coe¢ cients are calculated

numerically. We �nd the coe¢ cients of zeroth and �rst orders �nite whereas that of

second-order logarithmically infrared sensitive. The second part of the thesis concerns

the numerical modeling of MOT based on a local description in space and velocity.

A local 1D model of trap considering independent beams has been developed. Our

motivation is to describe certain unstable situations observed in these systems. The

same behavior of the cloud of cold atoms have also been observed in systems with

retro-re�ective beams and which described by models based on global quantities.

Besides the fact that the shadow e¤ect is studied locally, our model takes into account

the multiple scattering of �uorescence photons.

Key Words : Damping rate, Finite temperature �eld theory, Hard Thermal

Loops, infrared divergences, Magneto-Optical Trap, Cooling atoms, Trapping, Laser

diode, Saturation, Multiple scattering, Shadow e¤ect.
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Introduction

Ce travail de thèse comporte deux parties : le calcul numérique des taux d�atténua-

tion des fermions à température �nie et la modélisation d�un piège magnéto-optique.

La première partie de la thèse concerne le calcul des taux d�atténuation des fer-

mions dans un bain thermique (à température �nie) dans le cadre de la resomme des

Hard Thermal Loops proposée pour la première fois par Braaten et Pisarski [1]. Cette

méthode est basée sur le calcul d�une classe de diagrammes à une boucle (dus au bain

thermique) en plus des diagrammes de Feynman (à température nulle).

Pour la compréhension de la phase quark gluon, les quantités physiques impor-

tantes à déterminer sont les relations de dispersion des di¤érentes quasi-particules.

Celles-ci sont déterminées à l�ordre le plus bas gT (g est la constante de couplage de

la Chromodynamique Quantique QCD) en utilisant l�expansion standard (digrammes

de Feynman) pour les quarks [2] et pour les gluons [3]. A cet ordre de la perturbation,

ces quantités sont indépendantes de la jauge utilisée, ce qui n�est pas le cas à l�ordre

g2T [4]. Le taux d�atténuation est une autre quantité qui permet de comprendre les

caractéristiques de la phase plasma quark gluon. Pour qu�il soit signi�catif, il doit

être �ni et positif. Dans la littérature, di¤érents calculs des taux d�atténuation des

gluons transverses de moment nul ont été menés [5, 6, 7, 8, 9], les résultats di¤érent et

dépendent explicitement de la jauge choisie. Pisarski [10] a noté que l�expansion stan-

dard en boucles (à température nulle) n�est pas nécessairement une expansion suivant

les puissances de la constante de couplage g: Braaten et Pisarski [1] ont développé une
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expansion e¤ective qui tient compte de la resomme de diagrammes à une boucle. En

utilisant cette méthode, le taux d�atténuation des gluons transverses de moment nul

devient �ni, positif et indépendant de la jauge. Un nombre de calculs subséquent de

quantités physiques a alors été e¤ectué en utilisant l�expansion e¤ective de Braaten

et Pisarski, par exemple, le calcul du taux d�atténuation des quarks de moment nul

en Chromodynamique Quantique (QCD) à haute température ; le résultat obtenu est

indépendant de la jauge [11]. Un autre exemple est la détermination du taux d�at-

ténuation d�un muon dans un plasma d�Electrodynamique Quantique (QED) qui se

trouve quadratiquement divergent en se servant de l�expansion standard, alors qu�avec

la resomme des Hard Thermal Loops (HTL), la divergence devient logarithmique [12].

Une autre entité intéressante est la perte d�énergie dans un plasma QCD; après qu�elle

eut été logarithmique en théorie standard, elle devient �nie en utilisant l�expansion

e¤ective [12]. Il ressort de ces calculs que pour des moments élevés, le cadre HTL

semble être adéquat et su¢ sant pour mettre en évidence quelques propriétés carac-

téristiques du plasma quark-gluon. Néanmoins, le domaine infrarouge semble poser

un problème que la resomme HTL seule n�est pas en mesure de résoudre. En e¤et,

dans les théories de jauge en général, l�invariance de jauge fait que les bosons de

jauge n�ont pas de masse [13]. En conséquence, le propagateur bosonique est sensible

dans l�infrarouge. A température �nie, le problème s�accentue car la distribution de

Bose Einstein varie en 1=k (k : moment du boson), ce qui accentue le comportement

divergent [14].
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L�utilisation de la méthode de resomme HTL dans les calculs des taux d�atté-

nuation en Chromodynamique Quantique (QCD) révèle des divergences infrarouges.

A l�échelle g2T; l�expression analytique du taux d�atténuation des gluons transverses

t(p) est obtenue dans [15], mais le résultat est divergent. De même le taux d�atté-

nuation l(0) des gluons longitudinaux a été calculé par Abada et al. dans [16], il est

également divergent dans l�infrarouge. Quant aux quarks, les divergences commencent

à l�ordre deux [17].

Ces travaux montrent donc l�existence de divergences infrarouges en QCD à haute

température. Il est alors légitime de se poser la question suivante : est-ce que ces

divergences décrivent un ou plusieurs phénomènes physiques réels, ou bien sont-elles

simplement dues à la méthode de calcul utilisée ?

Ces divergences rencontrées en QCD nous ont conduit à utiliser une théorie de

jauge abélienne, l�Electrodynamique Quantique (QED). Dans le contexte de la théorie

des champs, le taux d�atténuation se détermine à partir de la self énergie e¤ective

fermionique. Le calcul numérique complet du taux d�atténuation des fermions en

QED à température �nie a été e¤ectué sous forme d�un développement en puissance

du moment ultrasoft p du fermion. Une partie qui retrace l�essentiel de ce travail lui

sera consacrée.

La deuxième partie est consacrée au refroidissement des atomes par laser. Ce

domaine de la physique a connu ces dernières années un intérêt considérable tant

pour répondre à des questions fondamentales que pour trouver des applications en
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technologie moderne. Les travaux sur les atomes froids ont été couronnés par deux

prix Nobel de physique ; le premier a été attribué, en 1997, à Steven Chu, Claude

Cohen Tanoudji et William Phillips sur les nouveaux mécanismes de refroidissement

par laser, les températures prédites sont de l�ordre de la température de recul [18, 19] ;

le deuxième a été décérné en 2001 à Eric Cornell, Wolfgang Ketterle et Carl Wieman

pour la première réalisation du condensat de Bose-Einstein [20, 21].

La question fondamentale est celle de savoir pourquoi refroidir et piéger les atomes ?

Il est bien connu qu�en excitant les degrés de liberté internes de l�atome tels que le

mouvement des électrons, l�orientation de leurs spins et celle du spin du noyau, on

doit mesurer avec la meilleure précision possible les niveaux d�énergie. L�Electrodyna-

mique Quantique, la théorie des champs qui permet d�étudier les interactions entre les

atomes et les photons, est d�autant plus exacte que la mesure des niveaux d�énergie

est précise. Cependant, les niveaux d�énergie des atomes sont a¤ectés par leur agi-

tation thermique. Selon que les atomes en mouvement s�éloignent ou se rapprochent

de l�instrument de mesure, l�e¤et Doppler dilate ou contracte la longueur d�onde des

photons. Réduire l�agitation thermique revient à réduire l�élargissment des raies spec-

trales d�émission ou d�absorption. Refroidir les atomes permet par conséquent d�avoir

une meilleure précision sur la mesure des niveaux [22].

L�idée de base du refroidissement est d�utiliser les trois processus introduits par

Albert Einstein en 1917 [23] : l�absorption, l�émission spontanée et l�émission stimulée.

Ces processus, connus de tous les physiciens, se manifestant sous forme d�échanges
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d�impulsions entre les atomes et les photons, rendent possible le refroidissement

d�atomes. En 1933, Frisch met en évidence expérimentalement la force de pression

de radiation [24], il observe la dé�exion de jets atomiques par la lumière. Ces expé-

riences ont été reprises en France dans les années 1970 par Picqué et Vialle [25]. Dès

1950, Alfred Kastler parle déja de possibilité qu�un champ lumineux puisse baisser la

température d�une vapeur atomique [26]. En 1975, T. Hänch et A. Schawlow propo-

sèrent une méthode de refroidissement de vapeur atomique neutre à une température

proche du zéro absolu [27]. Puis au début des années 1980, W. Phillips et al. arri-

vèrent à ralentir un jet atomique par la force de pression de radiation [28]. Et c�est

en 1985 que S. Chu et al. ont réalisé la première mélasse optique [29].

Jusque là les atomes sont refroidis mais très délicatement parce qu�ils sont beau-

coup trop rapides. Par exemple, en sortant du four, les atomes ont des vitesses de

plusieurs centaines de métres par seconde, ils sont donc di¢ cilement retenus dans

une mélasse. Il faudrait, au préalable, les ralentir avec un autre faisceau laser. Encore

mieux, Jean Dalibard proposa de superposer à la mélasse, consitituée par les deux

faisceaux, un champs magnétique dont le gradient est constant et faible, et qui s�an-

nule à l�endroit où l�on veut piéger les atomes. Grâce à ce dispositif connu sous le

nom de Piége Magnéto-Optique (PMO), on peut utiliser une simple cellule en verre

contenant une vapeur atomique à la température ambiante pour la capturer et la re-

froidir. Le premier Piège Magnéto-Optique a été expérimenté en 1987 [30]. En 1988,

W. Phillips et son équipe e¤ectuèrent des mesures précises de températures dans les
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PMO et montrèrent que la température mesurée est bien inférieure à la limite de tem-

pérature Doppler prédite en 1985 par l�équipe de S. Chu [31]. Et depuis, les travaux

ont été accélérés par les trois écoles, dirigées respectivement par W. Phillips au NBS

à Washington, S. Chu à l�université de Stanford et C. Cohen Tannoudji à l�ENS de

Paris. Une véritable course qui leur a valu le Prix Nobel de Physique en 1997.

Récemment, plusieurs secteurs s�intéressent à ce domaine de la physique. En

physique fondamentale, la plus importante découverte est l�observation du premier

condensat de Bose-Einstein proposé conjointement par Nathan Bose [32] et Albert

Einstein [33]. Il était jusqu�à 1995 un rêve de théoricien. Au départ cela concernait

les photons puis il a été généralisé à toutes les familles de bosons. Ces particules sont

animées d�un "instinct grégaire", plus le nombre de particules dans un état donné est

grand plus la probabilité que les autres particules rejoignant cet état est grande. En

technologie moderne, on peut citer les applications dans les domaines des horloges

atomiques [34, 35], de la lithographie avec des atomes froids [36] et de l�interféromètrie

atomique [37]. Dans le futur, la réalisation d�un ordinateur quantique reste un des

objectifs les plus attendus. Cet ordinateur serait capable d�e¤ectuer des opérations

hors de portée des ordinateurs classiques [38, 39, 40, 41].

Dans l�espoir de réaliser la première porte logique quantique1, la piste qui semble

prometteuse est la réalisation de réseaux de pièges annulaires pour les atomes de

césium [42]. Les di¢ cultés rencontrées en réalisant un réseau de pièges pour ces atomes

1Ce travail de thèse s�insère dans le cadre du projet de recherche CNEPRU N� D00520060049
intitulé "Réalisation d�une porte logique quantique avec des atomes froids".
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ont poussé les chercheurs sur les atomes froids de Lille en France à opter pour un autre

atome alcalin. Une attention particulière est portée sur le rubidium 87, un élément qui

semble intéressant puisqu�il avait fait l�objet de la première réalisation expérimentale

du condensat de Bose-Einstein [20].

Mais avant de se projeter dans ces horizons lointains, plusieurs études doivent s�ef-

fectuer. En premier lieu, les instabilités dans les pièges magnéto-optiques. Celles-ci

constituent des contraintes à éviter. Elles se manifestent par des variations brutales

de la forme du piège [43, 44]. Ces dernières années, un modèle a été développé pour

étudier les instabilités dans les Pièges Magnéto-Optiques à faisceaux rétro-ré�échis.

La première formulation de ce modèle [45], consiste à supposer le nuage d�atomes

froids comme ponctuel. Les grandeurs intéressantes à étudier étaient le centre de

masse et le nombre d�atomes dans le nuage. Bien qu�il ne tienne compte que d�un

nombre restreint d�ingrédients physiques, il arrive à expliquer, du moins qualitative-

ment, certaines situations instables observées ; les instabilités stochastiques ont été

étudiées par D. Hennequin [46] et les instabilités déterministes par A. Di stéfano

[47, 48]. Néanmoins, ce modèle présente des insu¢ sances. C�est un modèle global ; le

PMO est considéré dans sa globalité (en espace et en vitesse). Le fait que le nuage

d�atomes froids dans la géométrie à faisceaux rétro-ré�échis soit déplacé fait que cer-

taines variables globales telles que la position du centre de masse Z et le nombre

total d�atome N permettent de caractériser quelques instabilités. Dans le passage à

une con�guration à faisceaux indépendants, la symétrie du système fait que les in-
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stabilités ne pourraient être étudiées par la variables globales (Z et N). Elaborer un

modéle plus complet qui tiendrait compte de e¤ets collectifs locaux est indispensable,

une bonne partie de la thèse y est consacrée.

Dans notre travail, la description de l�interaction atome-photons s�appuie sur un

modèle de transition J = 0 ! J = 1 fortement saturée: L�intérêt de ce choix est

de pouvoir calculer exactement les populations des niveaux sans avoir recourt à l�hy-

pothèse de faible saturation et de ne pas tenir compte des e¤ets sub-recul qui font

intervenir un temps de vie plus grand que ��1 qui est la durée de vie du niveau excité.

Les e¤ets de densité dus à la di¤usion multiple, étudiés par Sesko [49], puis repris

par Kaykovich [50] sont étudiés en détail dans cette thèse sous un aspect unidimen-

sionnel. De plus, l�e¤et d�ombre qui a été traité globalement dans [45, 48] est repris

mais avec un traitement local ; qui est indispensable dans la con�guration à géomè-

trie symétrique où les faisceaux lasers sont indépendants. Dans ce contexte, l�équation

de Fokker Planck est écrite avec une expression complète de la force incluant l�e¤et

d�ombre et la di¤usion multiple. En�n, la prise en compte des termes source et de

relaxation nous permettra de décrire la capture des atomes et la relaxation du Piège

Magnéto-Optique.

Nous avons choisi de structurer le manuscrit comme suit : dans la partie I, nous

présentons les éléments de base de l�électrodynamique quantique dans le formalisme

à temps imaginaire. Nous calculons ensuite le taux d�atténuation des fermions dans

le cadre de l�électrodynamque quantique à température �nie. Dans la partie II, après



17

l�introduction théorique du refroidissement d�atomes, nous décrivons le dispositif ex-

périmental permettant la réalisation d�un piège magnéto-optique d�atomes de rubi-

dium. Ce dispositif a été réalisé au laboratoire PhLAM de Lille. Dans cette partie,

on mettra l�accent sur les systèmes lasers maîtres et esclaves et le montage du piège.

Le dernier chapitre est dédié à la présentation du modèle utilisé ; les équations de

Bloch optiques pour déduire les populations et les cohérences et l�équation de Fokker-

Planck pour la distribution des vitesses ainsi que la densité spatiale des atomes du

PMO. Cette équation étant couplée aux équations décrivant les intensités laser va

nous servir de base pour l�étude du piége magnéto-optique.
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Première partie

Taux d�atténuation des fermions en

électrodynamique quantique à

température �nie
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Chapitre 1

Eléments de l�électrodynamique

quantique à température �nie et

les Hard Thermal Loops

1.1 Introduction

Comme il a été rappelé dans l�introduction, l�application de l�expansion en boucles

de Feynman pour un système à haute température entraine des di¢ cultés. Kalash-

nikov semble être le premier à avoir noté que les taux d�atténuation des gluons de

moments nuls, calculés dans le cadre de la QCD à haute température, dépendaient

de la jauge choisie [4]. Pisarski a noté que ceci était indicatif du fait que ce genre de

calculs n�était pas complet, i.e., que des contributions importantes ne sont pas prises
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en compte. Autrement dit, l�expansion en boucle ne constituait pas réellement une

expansion suivant les puissances de la constante de couplage [10]. Braaten et Pisarski

ont alors développé une expansion e¤ective qui tient compte de la resomme des Hard

Thermal Loops (HTL). Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�extraction des HTL à par-

tir des diagrammes à une boucle. Mais avant cela, on présentera l�essentiel de QED

dans le formalisme à temps imaginaire. Le lecteur pourra se référer à la littérature sur

ce sujet [14, 51] pour une étude systématique des théories de champs à température

�nie en général.

1.2 L�électrodynamique quantique dans le forma-

lisme à temps imaginaire

L�étude des systèmes portés à température �nie T dans le cadre de la théorie des

champs [14, 51] nécessite la connaissance de la fonction de Green à deux points : le

propagateur. Les deux approches standards sont utilisables : celle des intégrales de

parcours et la méthode opératorielle. Contrairement aux systèmes hors équilibre où

le formalisme à temps réel est indispensable [14], le formalisme à temps imaginaire

est bien approprié à l�étude des systèmes en équilibre thermodynamique.

Considérons un système quantique en équilibre thermodynamique dans l�ensemble

canonique. Son opérateur densité est donné par

b� (�) = e��
bH ; (1.1)
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où bH est l�Hamiltonien du système et � = 1
kBT

; avec kB la constante de Boltzman1:

La fonction de partition est dé�nie à partir de la matrice densité par :

Z (�) = Trb� (�) : (1.2)

Ainsi, la valeur moyenne de tout opérateur A (�i�) est donnée par :

hA (�i�) i = Z�1 (�)Tr (b� (�)A (�i�)) ; (1.3)

où l�opérateur A (�i�) est écrit dans la représentation de Heisenberg, il se déduit de

l�opérateur de Schrödinguer A par

A (�i�) = eH�Ae�H� : (1.4)

En utilisant (1:2) et les propriétés de cyclicité de la trace, on montre que [52] :

hA (�i�) B (�i� 0)i = hB (�i� 0) A (�i(� � �))i : (1.5)

Cette relation est appelée condition de Kubo-Martin-Schwinguer (KMS). A partir de

celle-ci découle la périodicité et l�anti-périodicité respectives des fonctions de Green

bosonique et fermionique.

1.2.1 Fréquences de Matsubara

On dé�nit la fonction de Green à deux points dans la représentation de Heisenberg

par :

�(� ; � 0) =


P� (� (�) �

+ (� 0))
�
�
: (1.6)

1Nous travaillons dans le système d�unités normalisées où ~ = 1; kB = 1 et c = 1:
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L�opération ordre chronologique P� est sensible à la parité des champs. Elle est dé�nie

par :

P� (� (�) �
+ (� 0)) = � (� � � 0)� (�) �+ (� 0)� � (� 0 � �)�+ (� 0)� (�) ; (1.7)

où les signes (�) correspondent respectivement aux champs bosonique et fermionique.

La di¤érence essentielle par rapport au cas de la température nulle est que � et � 0

sont compris entre 0 et �: Ces fonctions de Green ne dépendent que de la di¤érence

des arguments [14]. Aussi, à partir des propriétés de la matrice densité, on montre

que si �� < 0 :

�(��) = ��(�� + �): (1.8)

Puisque � appartient à un intervalle �ni, la transformée de Fourier se réduit à une

sommation discrète de termes fréquentiels [52] :

�(!n) =
1

2

+�Z
��

ei!n��(�)d� et �(�) =
1

�

X
n

e�i!n��(!n); (1.9)

D�après les équations (1:8) et (1:9), le propagateur dans la représentation de Fourier

est donné par :

�(!n) =
1

2
(1� (�1)n)

+�Z
0

ei!n��(�)d� : (1.10)

Les fréquences permises aux di¤érents champs sont de la forme 2n�
�
pour les bosons

et (2n+1)�
�

pour les fermions.
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Remarques :

- Nous nous sommes restreints à la transformée de Fourier temporelle, la générali-

sation aux coordonnées de l�espace est directe. Nous obtenons donc les mêmes règles

de Feynman qu�à température nulle sauf que
R

d4K
(2�)4

est remplacée par T
X
n

R
d3k
(2�)3

:

- Rappelons que les matrices  satisfont dans le formalisme euclidien les relations

d�anti-commutation suivantes :

�
�; �

	
= �2��� (1.11)

1.2.2 Propagateurs et vertex d�interaction de QED

L�électrodynamique quantique dans la jauge de Feynman est dé�nie par le La-

grangien suivant :

LQED = �
1

4
F��F

�� + i	� (@� + ieA�)	�
1

2
(@:A)2 ; (1.12)

où F �� = @�A� � @�A� est le tenseur électromagnétique, 	 le champ de Dirac de

masse nulle, A le champ photonique et e la constante de couplage de QED.

Le propagateur fermionique dans le formalisme à temps imaginaire est donné par :

�F (!n;
�!
k ) = �

�
0!n +

�! :�!k
� �
�(!n;

�!
k ); (1.13)

où !n =
(2n+1)�

�
est une fréquence de Matsubara fermionique et

�
�(!n;

�!
k ) est donné

par :

�
�(!n;

�!
k ) =

1

!2n +
�!
k 2
: (1.14)
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Le propagateur photonique s�écrit dans la jauge de Feynman :

���(!n;
�!
k ) = �(!n;

�!
k )��� ; (1.15)

où !n = 2n�
�
est la fréquence de Matsubara photonique et �(!n;

�!
k ) est donné par :

�(!n;
�!
k ) =

1

!2n +
�!
k 2

(1.16)

En QED, il existe un seul vertex d�interaction �� (à deux fermions et un seul

photon) :

�� = �: (1.17)

Comme indiqué plus haut, les fonctions de Green se calculent ordre par ordre suivant

l�expansion en boucle développée dans le cas de la température nulle. Une fois dé-

terminées dans ce formalisme, les quantités physiques s�obtiennent par continuation

analytique ik0 ! ! + i0+:

1.2.3 Renormalisation à température �nie

En général, le calcul perturbatif en théorie de champs nécessite la localisation des

termes représentant des divergences ultraviolettes. Ceux-ci sont absorbés pour rendre

la théorie en question renormalisable. Il est donc primordial de savoir si la présence

d�un bain thermique nécessite une renormalisation appropriée.

Il est facile de voir que la température n�introduira pas de divergences ultravio-

lettes nouvelles. Ceci peut être vu clairement en considérant l�expression de l�une
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des composantes du propagateur bosonique à température �nie dans le contexte du

formalisme à temps réel [14], par exemple, la composante diagonale suivante :

�11 (k) =
i

k2 �m2 + i0+
+ 2�n (k) �

�
k2 �m2

�
(1.18)

où n (k) = 1
e�k�1 est la distribution de Bose-Einstein. Le premier terme de cette équa-

tion s�identi�e avec le propagateur à température nulle. En utilisant cette expression

dans le calcul des diagrammes en boucles avec
Z

d4K
(2�)4

la mesure interne, la fonction

delta du terme dépendant de la température imposera la mass-shell et les intégrales en

boucles seront �nies. Par conséquent, les divergences seront issues des intégrations ne

contenant pas de termes dépendant de la température. Ceci étant, la renormalisation

à température nulle est su¢ sante.

1.3 Extraction des Hard Thermal Loops

1.3.1 Nécessité de la resomme HTL

Soit ai(P ) un des termes de l�expression de la self énergie fermionique (pour plus

de détails voir [14, 53]) :

ai(P ) = e2T
X
k0

Z
d3k

(2�)3
ki�(K)

�
�(P �K); (1.19)

avec K = (k0;
�!
k ); k0 =

2n�
�
et P = (p0;

�!p ); p0 = (2n+1)�
�

:

Après sommation sur la fréquence de Matsubara (annexe A), on obtient l�expres-
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sion :

ai(P ) = � e2

2�2

Z
k2dkd


4�

ki
2k2q

��
1 + n(k)� �

n (q)
�� 1

ip0 � k � q
� 1

ip0 + k + q

�
+�

n(k) +
�
n (q)

�� 1

ip0 + k � q
� 1

ip0 � k + q

��
; (1.20)

où q =
����!p ��!k ��� :

Dans l�esprit de l�expansion standard en boucle, ai doit être une correction à l�in-

verse du propagateur fermionique, soit e2-fois plus petite que l�inverse du propagateur

fermionique.

Dé�nissons deux échelles importantes : l�échelle hard de l�ordre de l�énergie ther-

mique T et l�échelle soft de l�ordre de eT: Nous avons eT � T: Dans l�intégrale (1:20) ;

le moment P = (p0;
�!p ) du fermion est supposé soft.

Discutons l�ordre de grandeur de l�intégrale (1:20) dans les deux cas où le moment

interne est d�abord hard k � T ensuite soft k � eT: Dans le cas où k est hard,

l�intégrale peut être approximée par (annexe A) :

ai(P ) ' �
e2

8�2

Z
dkd


4�
ki

�
n(k) +

�
n (q)

�� 1

ip0 + p cos �
� 1

ip0 � p cos �

�
; (1.21)

avec � l�angle entre �!p et
�!
k et le signe ' signi�e que seule la contribution venant

de k hard a été retenue. L�intégrale ai ne peut être que de l�ordre de eT puisque

les dénominateurs le sont aussi, soit du même ordre de grandeur que l�inverse du

propagateur fermionique. Cette contribution ne peut donc être considérée comme

une correction à ��1
F : Celle-ci doit au contraire être ajoutée à ��1

F pour dé�nir un

propagateur fermionique e¤ectif. C�est ce que l�on appelle une Hard Thermal Loops.
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Le programme de resomme HTL consiste à déterminer ce type de contributions pour

dé�nir les propagateurs et vertices e¤ectifs.

Cependant, lorsque k est soft, de l�ordre de eT; il est facile de voir que l�expression

(1:21) est de l�ordre de e2T: Donc pour k soft, ai constitue réellement une correction

à l�inverse du propagateur fermionique.

En conséquence, à haute température l�expansion standard en boucles n�est pas

réellement une expansion suivant les puissances de la constante de couplage lorsque

les moments externes des fonctions de Green sont soft. Un programme de resomme

est donc nécessaire.

1.3.2 Les di¤érentes HTL

La HTL fermionique

Commençons par la HTL �� associée à la self énergie fermionique �(P ): En uti-

lisant les règles standards de Feynman, elle se calcule à partir du diagramme de la

�gure 1.1.a :

��(P ) = �e2
Z
hard

d4K

(2�)4
��f (P �K)����(K); (1.22)

avec
R
hard

d4K
(2�)4

� T
X
k0

d3k
(2�)3

et la souscription �hard�signi�e qu�il ne faut prendre que

k � T . Rappelons que �f et ��� sont respectivement les propagateurs fermionique

et bosonique donnés par les expressions (1:13) et (1:15) :

L�approximation HTL consiste à négliger le moment externe P devant le moment
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Fig. 1.1: Diagrammes à une boucle correspondants aux : (a) propagateur fermionique,
(b) propagateur photonique et (c) vertex d�interaction deux fermions-un photon.
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interne K: En tenant compte de la relation � /K� = 2 /K; �� devient :

��(P ) ' �2e2
Z
hard

d4K

(2�)4
/K�(K)e�(P �K): (1.23)

Ce type d�intégrales est évalué dans l�annexe A, nous obtenons :

��(P ) =
e2T 2

8

Z
d
S
4�

/S
P:S

; (1.24)

où S = (i; bs) avec bs2 = 1 et P = (p0;
�!p ). Une évaluation de l�intégrale sur l�angle

solide 
s conduit au résultat suivant :

��(P ) =
m2
f

p
Q0

�
ip0
p

�
0 +

�! :bpm2
f

p

�
1� ip0

p
Q0

�
ip0
p

��
; (1.25)

où mf =
1
2
p
2
eT est la masse thermique fermionique et Q0

�
ip0
p

�
une fonction de

Legendre de seconde espèce donnée par Q0
�
ip0
p

�
= 1

2
log ip0+p

ip0�p :

La HTL photonique

La contribution HTL ���� dans la self énergie photonique ��� s�écrit en utilisant

encore les règles de Feynman (�gure 1.1.b) :

���� (Q) ' e2
Z
hard

d4K

(2�)4
Tr
�
� /K ( /Q� /K) �

� �
�(K)

�
�(Q�K): (1.26)

En utilisant la relation bien connue :

Tr
�
����

�
= 4 (������ � ������ + ������) : (1.27)

Il est possible d�écrire ���� sous la forme suivante (annexe A) :

����(Q) = �2m2
p

Z
d
S
4�

�
iq0
S�S�
Q:S

+ ��4��4

�
; (1.28)
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où mp =
eTp
6
est la masse thermique photonique. Il est facile de voir que ���� est

transverse, i.e., Q����� = 0:

Les di¤érentes composantes s�obtiennent en fonction des fonctions scalaires ��l et

��t :

��00(Q) = ��l(Q) ; ��0i(Q) = �
q0qi
p2

��l(Q); (1.29)

��ij(Q) = (�ij � bqibqi) ��t(Q) + q20
q2
bqibqi��l(Q);

avec :

��l(Q) = 2m
2
p

�
1� iq0

q
Q0

�
ip0
q

��
; (1.30)

��t(Q) =
m2
pq
2
0

q2

�
�1 + iq0

q

�
1 +

q2

q20

�
Q0

�
iq0
q

��
: (1.31)

La HTL associée au vertex deux fermions - un photon

En utilisant les règles de Feynman la HTL ��� s�écrit (�gure 1.1.c) :

��� (P1;�P2) = e2
Z
hard

d4K

(2�)4
� ( /K � /P 2) � ( /K � /P 1) � e�(K�P2)e�(K�P1)�(K):

(1.32)

Expression qui peut s�écrire (annexe A) :

��� (P1;�P2) = �4e2�
Z
hard

d4K

(2�)4
e�(K � P2)e�(K � P1)�(K)K�K�: (1.33)

Après sommation sur la fréquence de Matsubara, la HTL contribuant aux vertex

à trois points s�obtient :

��� (P1;�P2) = �m2
f

Z
d
S
4�

S� /S
P1:S P2:S

: (1.34)
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Fig. 1.2: Diagrammes à une boucle correspondants au vertex deux fermions et deux
photons.

Pour P1 et P2 soft, la valeur de cette expression est de l�ordre de 1, c�est à dire du

même ordre de grandeur que la fonction vertex nue �:

La HTL associée au vertex deux fermions - deux photons

Le vertex deux photons-deux fermions n�existe pas, cependant, nous allons voir

qu�il lui correspond une HTL ���� non-nulle (�gure 1.2). Elle se détermine en utilisant

les règles de Feynman avec les deux contributions suivantes :

��(1)�� (P1;�P2; Q) ' 8e2
Z
hard

d4K

(2�)4
K�K� /K�(K)e�(P2 �K)e�(P1 �K)e�(P1 +Q�K);

(1.35)

��(2)�� (P1;�P2; Q) ' 8e2
Z
hard

d4K

(2�)4
K�K� /K�(K)e�(P2 �K)e�(P1 �K)e�(P2 �Q�K):

(1.36)
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En utilisant l�approxiamtion 1
2
(K � P1)

2 � 1
2
(K � P1 �Q)2 ' QK et l�expression

(1:33) ; on obtient pour la première contribution :

Q���
(1)
�� (P1;�P2; Q) ' ��� (P1;�P2)� ��� (P1 +Q;�P2) : (1.37)

D�une manière similaire, nous déduisons pour la deuxième contribution :

Q���
(2)
�� (P1;�P2; Q) ' ��� (P1;�P2 +Q)� ��� (P1;�P2) : (1.38)

Nous obtenons ainsi une identité de Ward reliant les HTL à trois points et la HTL

à quatre points :

Q����� (P1;�P2; Q) ' ��� (P1;�P2 +Q)� ��� (P1 +Q;�P2) ; (1.39)

où ���� = ��
(1)
�� + ��

(2)
�� :

En remplaçant ��� par son expression (1:34) ; et en multipliant par K� :

���� (P1;�P2; Q) = �m2
f

Z
d
S
4�

�
1

P1:S
+

1

P2:S

�
S�S� /S

(P1 +Q):S (P2 �Q) :S
: (1.40)

La fonction à quatre photons s�exprime à l�aide des identités de Ward en termes de

fonctions à trois points et l�on montre que celle-ci n�a pas de contribution HTL. Il en

est de même de la fonction à quatre fermions. Somme toute, les seules HTL existantes

à l�ordre d�une boucle sont celles données dans cette section par les relations (1:24) ;

(1:28) ; (1:34) et (1:40) :
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Fig. 1.3: Diagramme du propagateur fermionique e¤ectif.

1.4 Propagateurs et vertices e¤ectifs

Nous avons évalué dans ce qui a précédé les di¤érentes HTL intervenant à l�ordre

d�une boucle dans QED. Il reste maintenant à dé�nir les propagateurs et vertices

e¤ectifs qui vont former la base de l�expansion e¤ective de Braaten et Pisarski [53].

L�inverse du propagateur e¤ectif fermionique noté ���1
F s�écrit (�gure 1.3) :

���1
F (P ) = ��1

F (P ) + ��(P ); (1.41)

où ��1
F est l�inverse du propagateur nu du fermion. �� est la HTL dans la self énergie

fermionique donnée par (1:25) : Après inversion, on obtient le propagateur fermionique

e¤ectif :

��F (P ) = �
1

2
�+ (P ) (0 ��! :bp)� 12�� (P ) (0 +

�! :bp) ; (1.42)
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Fig. 1.4: Diagramme du propagateur photonique e¤ectif.

où �� représentent les composantes suivant les deux états d�hélicité des fermions :

�� (ip0; p) =

�
ip0 � p�

m2
f

p

�
1�

�
1� ip0

p

�
Q0

�
ip0
p

����1
: (1.43)

L�inverse du propagateur photonique ���1
�� est dé�ni par (�gure 1.4) :

���1
�� (Q) = �

�1
�� (Q) + ���� (Q) : (1.44)

Ainsi dans la jauge covariante de Feynman � = 1, le propagateur photonique e¤ectif
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Fig. 1.5: Diagramme du vertex e¤ectif deux fermions-un photon.

se décompose comme suit [14, 53] :

��00 (Q) = ��l (Q) + �
q20
Q4
+

��l (Q)

Q4
�
�2q2q20 � q40

�
; (1.45)

��ij (Q) = (�ij � bqibqj) ��t (Q) + bqibqj q20
Q4

��l (Q) + �bqibqj q2
Q4
;

��i0 (Q) = ��qiq0
Q4

+ qi
q2q0
Q4

��l (Q) ;

avec ��l (Q) =
1

q2+��l
et ��t (Q) =

1
Q2+��t

où ��l et ��t sont données respectivement

par les équations (1:30) et (1:31) :

Le vertex e¤ectif à deux fermions-un photon s�écrit (�gure 1.5) :

��� (P;�Q) = � + ��� (P;�Q) ; (1.46)

tel que ��� est la HTL associée.
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Fig. 1.6: Diagramme du vertex e¤ectif deux fermions-deux photons.

Le vertex e¤ectif à deux fermions-deux photons coincide avec la HTL à quatre

points puisqu�en QED à température nulle ce type de vertex n�existe pas (�gure 1.6) :

���� (P;�Q;R) = ���� (P;�Q;R) : (1.47)

Dans ce chapitre, nous avons extrait des diagrammes à une boucle les contributions

HTL à incorporer avec les quantités nues pour dé�nir les propagateurs et vertices

e¤ectifs. Nous allons utiliser ceux-ci pour dé�nir et calculer les taux d�atténuation

des fermions dans le contexte de QED à température �nie.
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Chapitre 2

Calcul des taux d�atténuation des

fermions

Dans ce chapitre, nous calculons les taux d�atténuation des fermions d�hélicité

positive et négative dans le cadre du programme de resomme des hard thermal loops.

Nous travaillons dans le contexte du formalisme à temps imaginaire où le moment

du fermion est représenté par un quadri-vecteur P �(p0;
�!p ) avec p0 = (2n+1)�

�
une

fréquence de Matsubara fermionique. Les énergies réelles ! s�obtiennent par la conti-

nuation analytique ip0 = ! + i0+:
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2.1 Taux d�atténuation et self énergie e¤ective

L�inverse du propagateur fermionique (1:42) peut être réécrit sous la forme :

���1
F = �A00 + As

�! � bp; (2.1)

avec

A0 = ip0 �
m2
f

p
Q0

�
ip0
p

�
et As = p+

m2
f

p

�
1� ip0

p
Q0

�
ip0
p

��
: (2.2)

Les relations de dispersion à l�ordre le plus bas s�obtiennent à partir des pôles du

propagateur ��F :

Pour des moments p soft, nous pouvons déterminer ces relations de dispersion en

une série suivant les puissances de p :

!�
mf

= 1� p

3mf

+
1

3

p2

m2
f

� 16

135

p3

m3
f

+
1

54

p4

m4
f

+ ::: (2.3)

A cet ordre le plus bas, les relations de dispersion sont réelles, ce qui veut dire que

les fermions ne sont pas encore atténués. Il faudrait, pour obtenir l�atténuation à son

ordre le plus bas, inclure la self énergie e¤ective à une boucle �� dans les relations de

dispersion. L�inverse du propagateur se met sous la forme :

��1
F (P ) =

���1
F (P )�� �(P ); (2.4)

où �� est un terme correctif à ���1
F ; il s�écrit :

�� (P ) = 0A
�
0 +

�! � bpA�s; (2.5)
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L�expression de l�inverse du propagateur s�écrit alors :

��1
F (P ) = �0 (A0 + A�0) +

�! � bp (As � A�s) : (2.6)

Les relations de dispersion s�écrivent :

(A0 + A�0) (�i
�;p) = � (As � A�s) (�i
�;p); (2.7)

avec 
� les pôles du propagateur complet �F :

Les relations de dispersion correspondant aux deux états d�hélicité se mettent sous

la forme suivante :

f�(�i
�;p) = �f�(�i
�;p); (2.8)

avec

f� = A0 � As et �f� = ��A0 � �As: (2.9)

Les taux d�atténuation � sont dé�nis par :

�(p) = � Im
�(p); (2.10)

Puisque �f� est e�plus petite que f�; nous avons pour � à l�ordre le plus bas :

�(p) =
� Im �f�(�i!; p)

@
@!
f�(�i!; p)

#
!=!�(p)+i0+

: (2.11)

En utilisant (2:3) et (2:11) ; nous obtenons :

�(p) =
1

2

�
1� 2

3
p� 2

9
p2 �O(p3)

�
Im �f�(�i!; p)

�
!=!�(p)+i0+

; (2.12)

�f� sont directement liées à la self énergie fermionique.
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Fig. 2.1: Diagrammes à une boucle intervenants dans la self énergie fermionique
e¤ective.
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2.2 Partie imaginaire de la self énergie e¤ective

Dans le calcul de la self énergie fermionique ��, il intervient deux diagrammes à

une boucle (�gure 2.1), Im�� se met sous la forme :

Im��(P ) = Im��1(P ) + Im
��2(P ) (2.13)

2.2.1 Calcul de Im ��1

Nous présentons en premier lieu les di¤érentes étapes du calcul de Im��1(P ) et

en second lieu nous discutons Im��2(P ):

La contribution ��1(P ) s�écrit :

Im ��1(P ) = �e2 Im
Z
soft

d4K

(2�)4
��� (�P;Q) ��F (Q)

��� (P;�Q) ���� (K) (2.14)

=
e2

2
Im

Z
soft

d4K

(2�)4

X
"=�1

��� (�P;Q) �" (Q) (0 � "�! :bq) ��� (P;�Q) ���� (K) ;

où K = (k0;
�!
k ) désigne le moment interne de la boucle, Q = P � K et où la

souscription �soft�signi�e qu�il ne faut prendre que les moments soft de l�intégrale,

avec
R

d4K
(2�)4

� T
X
k0

R
d3k
(2�)3

:

Pour illustrer les étapes du calcul de ��1; présentons le calcul du terme le plus

simple, celui qui fait intervenir ��00 et ��: Dorénavant, nous prendrons mf = 1; ceci

simpli�e largement les expressions. Avec le changement de variables P � K par K

et avec le remplacement des vertices par leurs expressions données dans le chapitre
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précédent, nous obtenons :

Im ���l(P ) =
4

T 2
ImT

�X
k0

Z
d3k

(2�)3
�� (K)

h
�0

�
0 +

�! :bk� 0
�
Z
d
S
4�

1

P:S K:S

�
2
��! :bs��! :bk � 0

�
+ 0

��! :bs �! :bk +�! :bk �! :bs��
�
Z
d
S
4�

/S
P:S K:S

�
0 +

�! :bk�Z d
S
4�

/S
P:S K:S

�
��l (Q) : (2.15)

Commencons par le terme faisant intervenir une intégrale angulaire et dénotons le par

I1: En choisissant bk comme axe principal pour l�intégration angulaire 
S = (�; ') ;

nous avons :

I1 =
8

T 2
ImT

�X
k0

Z
d3k

(2�)3
�� (K)

Z
d
S
4�

��! :bk ��! :bs� 0 (1� cos �)
�

P:S K:S
��l (Q) ;

(2.16)

où k̂:bs = cos �; k̂:bp = cos ; p̂:bs = � sin' sin sin � + cos cos �: Pour des moments
ultra-soft, i.e. ; p � e2T; p < jip0j ; ce qui justi�e l�expansion :

1

P:S
=

1

ip0 +
�!p :bs = 1

ip0

�
1�

�!p :bs
ip0

+
�!p :bs2
(ip0)

2 + :::

�
: (2.17)

Nous avons alors :

I1 =
8

T 2
ImT

X
k0

Z
d3k

(2�)3
�� (K)

ip0k

Z
sin �d�d'

4�

��! :bk ��! :bs� 0 (1� cos �)
�

x (1� g(�; ';  ) + g2(�; ';  ) + :::)
��l (Q)

cos � + ik0
k

; (2.18)

où g(�; ';  ) = p
ip0
(� sin' sin sin � + cos cos �) : Les intégrales angulaires se cal-

culent maintenant aisément :

I1 = � 8

T 2
ImT

X
k0

Z
d3k

(2�)3
1

ip0k
[0X0 + (�X0 cos +X1 sin ) 3

+ (�X0 sin �X1 cos ) 
0
2 + :::] �� (K)

��l (Q) ;



43

avec

X0 =

��
�1 +

�
1 +

ik0
k

�
Q0k

�
� p cos 

ip0

�
1 +

ik0
k
�
�
ik0
k
+
k20
k2

�
Q0k

�
+
p2

p20

�
cos2  

�
1

3
+
ik0
k
� k20
k2
+

�
k20
k2
+
ik30
k3

�
Q0k

�
�sin

2  

2

�
�2
3
+
ik0
k
� k20
k2
+

�
1 +

ik0
k
+
k20
k2
+
ik30
k3

�
Q0k

���
(2.19)

X1 = �p sin 
2ip0

�
ik0
k
+

�
1 +

k20
k2

�
Q0k

�
+
p2

p20
sin cos 

�
1

3
�
�
1 +

k20
k2

��
1� ik0

k
Q0k

��
;

(2.20)

où Q0k = Q0
�
ik0
k

�
:

L�étape suivante concerne le calcul des intégrales angulaires 
k = ( ; �) relatives

à bk: Pour cela, choisissons bp comme axe principal. Les matrices 0i par rapport à bp
s�obtiennent par rotation autour de bp d�angle � :

01 = 1 cos�� 2 sin�;

02 = 1 sin�+ 2 cos�;

03 = 3: (2.21)

Développons ensuite ��l (Q) en fonction de q =
���bk � bp��� pour p petit, écrivons plus

généralement :

���� (Q) =
����

�
q0;
�!
k
�
+

@

@q
����

����
q=k

(q � k)+
@2

@q2
����

����
q=k

(q � k)2+ ::: (2.22)

Nous avons l�expression suivante :

q � k = �p cos + p2

2k
sin2  + o

�
p2
�
: (2.23)
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Nous obtenons alors :

���� (Q) =

�
1� p cos 

@

@k
+
p2

2

�
sin2  

k

@

@k
+ cos2  

@2

@k2

�
+ :::

�
����

�
q0;
�!
k
�
:

(2.24)

Nous pouvons maintenant intégrer sur 
k = (�;  ) ; nous obtenons :

I1 = � 4

�2T 2
T

�X
k0

Z
k2dk

ip0k
�� (K)

�
0

�
�1 +

�
1 +

ik0
k

�
Q0k

+
p2

3

�
1

p20

�
�1 +

�
1 +

ik0
k

�
Q0k

�
� 1

ip0

�
1 +

ik0
k
�
�
ik0
k
� k20
k2

�
Q0k

�
@k

�
�
�1 +

�
1 +

ik0
k

�
Q0k

��
@k
k
+
@2k
2

���
(2.25)

�p3
3

�
�1 +

�
1 +

ik0
k

�
Q0k

��
@k �

1

ip0

�
+ :::

�
��l

�
q0;
�!
k
�
:

Le terme I0 dans (2:15) ne faisant pas intervenir d�intégration angulaire sur 
s se

calcule plus facilement :

I0 = �
2

�2T 2
T

�X
k0

Z
k2dk�� (K)

�
0

�
1 +

p2

3

�
@k
k
+
@2k
2

��
� p3

3
@k + :::

�
��l

�
q0;
�!
k
�
:

(2.26)

Quant au troisième terme I2 dans (2:15) ; celui faisant intervenir deux intégrales

angulaires sur 
s; nous obtenons le résultat suivant :

I2 = � 2

�2T 2
T

�X
k0

Z
dk

p20
�� (K)

�
�0a2� +

p3
3
a2�

�
@k �

2

ip0

�
+
p20
3

�
1

2p20

�
3�

�
2� 6ik0

k

�
a� +

�
5� 2ik0

k
� 3k

2
0

k2

�
a2�

�
(2.27)

�2a�
ip0

�
1 +

ik0a�
k

�
@k � a2�

�
@k
k
+
@2k
2

��
+ :::

�
��l

�
q0;
�!
k
�
;

avec a� = 1 + �
�
1� � ik0

k

�
Q0k; où � = �:
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Puisque Im ��+l est calculée d�une manière similaire que Im ���l, nous pouvons

écrire pour ces contributions :

Im ��"l = � 2

�2T 2
T

�X
k0

Z
k2dk�" (K)

x
�
0

�
1 +

2"

ip0k
a" �

a2"
k2p20

�
+
p3
3

�
�"@k �

2a"
ip0k

�
@k +

"

ip0

�
+

"a2"
k2p20

�
@k +

2"

ip0

��
+
p20
3

�
@k
k
+
@2k
2
+

2

ip0k

�
�"a"
p20

+"a"

�
@k
k
+
@2k
2

�
1

ip0

�
1� "

ik0
k
a"

�
@k

�
(2.28)

+
1

k2p20

�
� 2"
ip0

a"

�
1� "

ik0
k
a"

�
@k � a2"

�
@k
k
+
@2k
2

�
+
1

2p20

�
3� 2a"

�
1 + 3"

ik0
k

�
+

�
5 + 2"

ik0
k
� 3k

2
0

k2

�
a2"

���
+ :::

�
��l

�
q0;
�!
k
�
:

L�étape suivante est d�e¤ectuer la somme sur la fréquence de Matsubara k0: Mais

avant cela, il est nécessaire de faire des arrangements pour ne garder que des termes

faisant intervenir une seule ou le produit de deux des quantités �" (K) ; Q0
�
ik0
k

�
et

�l

�
q0;
�!
k
�
: Nous utilisons pour cela, deux relations qui se déduisent de l�expression

de �" :

a"�" = �"k (1� (ik0 � "k)�") ; (2.29)

a2"�" = �"k (a" + "k(ik0 � "k)(1� (ik0 � "k)�")) : (2.30)

La somme sur la fréquence de Matsubara s�e¤ectue en remplaçant les propagateurs
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e¤ectifs et Q0k par leurs décompositions spéctrales suivantes [16, 54] :

�" (K) =

�Z
0

d�eik0�
+1Z
�1

d!�"

�
!;
�!
k
��
1� �

n (!)
�
e�!� ; (2.31)

��l;t (K) =

�Z
0

d�eik0�
+1Z
�1

d!�l;t

�
!;
�!
k
�
(1 + n (!)) e�!� ; (2.32)

Q0

�
ik0
k

�
=

�Z
0

d�eik0�
+1Z
�1

d!�0

�
!;
�!
k
��
1� �

n (!)
�
e�!� : (2.33)

Rappelons que
�
n (!) = 1

e�!+1
et n (!) = 1

e�!�1 sont respectivement les distributions

de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein et �"
�
!;
�!
k
�
; �l;t

�
!;
�!
k
�
et �0

�
!;
�!
k
�
sont les

densités spéctrales des di¤érentes quantités. La somme sur k0 s�e¤ectue en utilisant

la relation :

T
�X
k0

eik0� = � (�) : (2.34)

Les termes faisant intervenir deux des quantités nécessitant une décomposition spéc-

trale introduisent deux intégrations sur le temps imaginaire. Une des deux fait dispa-

raître la fonction � venant de (2:34) : L�autre fait apparaitre un dénominateur fonction

d�énergie. La partie imaginaire est extraite en utilisant la relation :

1

x+ i0+
= Pr(

1

x
)� i��(x): (2.35)

Quant aux termes ne faisant intervenir qu�une seule fonction nécessitant une décom-

position spèctrale, ils ne feront pas apparaître un dénominateur fonction d�énergie.

Ils sont par conséquent réels et ne contribueront pas à Im��"l:
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En dé�nitif :

Im��"l (P ) = � 2

�T

Z
dkk2d!1

d!2
!2

� (!� � !1 � !2)

�
0

�
(1 + !1 � �k)2 �� + �0

(�!1 � k)

k2

�
+
p

3

�
�0

�
2 (!1 � �k) (1 + !1 � �k) �� + ��0

2 (!1 � �k)

k2

�
+3 (�2 (!1 � �k) (1 + !1 � �k) �� � � (1 + !1 � �k)2 ��@k

� �0
(!1 � �k)

k2
(2�+ @k)

��
+
p20
3

�
0

�
��

�
2

2k2
+
2

3
(!1 � �k)

+

�
3 + 2�

!1
k
+ 3

!21
k2

�
(!1 � �k)2

2
� �
(!1 � �k)

k

�
1 + 3�

!1
k

��
+

 
3

k
+ 4

!1 � �k

k
+
k2 � !21

k
� 2!1 (!1 � �k)2

k

!
��@k (2.36)

+
1

2
(1 + !1 � �k)2 ��@

2
k + �

(!1 � �k)

2k2

�
3 + 2�

!1
k
+ 3

!21
k2

�
�0

��!1 � �k

k3
(2!1 � 1) �0@k +�

(!1 � �k)

k2
�0@

2
k

�
�3

�
�4
3
�� (!1 � �k)

�
1 + 3

!1 � �k

2

�
� 2(!1 � �k)

3k2
�0@k

�2�(!1 � �k)

3
(1 + !1 � �k) ��@k � 2�

(!1 � �k)

k2
�0

��
+ ::

�
�l;

avec �� = ��

�
!1;
�!
k
�
; �0 = �0

�
!1;
�!
k
�
, et �l = �l

�
!2;
�!
k
�
: A noter que nous avons

aussi utilisé l�approximation en (!) � 1
2
; n (!) � T

!
car seules les valeurs soft de !1 et

!2 contribuent à l�intégrale.

En utilisant les identités de Ward [53], on montre que les termes faisant intervenir

��0i et ��i0 ne contribuent pas aux taux d�atténuation. Les termes qui restent à cal-

culer sont ceux faisant intervenir ��ij: Ils se calculent sans di¢ culté supplémentaire.
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2.2.2 Calcul de Im ��2

La deuxième contribution dans la self énergie e¤ective ��2(P ) a pour expression :

Im ��2(P ) = �e
2

2
Im

Z
soft

d4K

(2�)4
����(P;�P;�K) ���� (K))

=
8m4

f

T 2
Im

Z
soft

d4K

(2�)4
d
s
4�

/S
(bsibsj ��ij � 2ibsi ��0i �� �00)

P:S K:S (P �K) :S
: (2.37)

Pour des moments p ultra-soft de l�ordre de e2T , on utilise le développement :

1

P:S �K:S
=

1

ip0 � ik0 �
�!
k :bs

0B@1� �!p :bs
ip0 � ik0 �

�!
k :bs +

�!p :bs2�
ip0 � ik0 �

�!
k :bs�2 + :::

1CA :

(2.38)

Les intégrales angulaires se calculent d�une manière similaire que précédemment

et la somme sur k0 se fait en utilisant les représentations spéctrales de 1
K2 et 1

K4 en

plus de celles de �" (K) ; Q0
�
ik0
k

�
; et �l;t

�
q0;
�!
k
�
: Nous avons :

1

K2
=

�Z
0

d�eik0�
+1Z
�1

d!e�!�" (!)
�
1� �

n (!)
�
�(!2 � k2); (2.39)

1

K4
=

�Z
0

d�eik0�
+1Z
�1

d!e�!�" (!)
�
1� �

n (!)
�
�(1)(!2 � k2); (2.40)
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où �(1)(!2 � k2) = @
@!2

�(!2 � k2) et " (!) est la fonction signe. Le résultat devient :

Im ��2(P ) = � 4

�T

1Z
0

dk

+1Z
�1

d!1

+1Z
�1

d!2
!2

� (!� � !1 � !2) [�l [k�00

+
p

3

�
3
�
�2k�0 + k2" (!1) �(!

2
1 � k2)

�
� 0 (2k�0)

�
+
p2

3

�
0

�
2k�0 � 2k2" (!1) �(!21 � k2) + k2!1" (!1) �

(1)(!2 � k2)
�

�3
�
2k2

3
" (!1) �(!

2
1 � k2)� 2k�0

���
+ �t

�
0�0

!21 � k2

k
(2.41)

+
p

3

�
3

�
2�0

k2 � !21
k

+ �0
2!1
k

�
� 20�0

!21 � k2

k

�
+
p2

3

�
0

�
2
!21 � k2

k
�0 + !1" (!1) �(!

2
1 � k2) + �0

�
1

k
� 4!1

k

��
�3

�
2 (k2 � !21)

k
�0 +

4!1
3k

�0

����
:

Il est important de souligner que la partie imaginaire de la self énergie Im�� ne dépend

pas des termes non-physiques. Ces derniers englobent les termes de jauge (termes

en �) et les termes longitudinaux apparaissant dans les composantes transverses du

propagateur photonique 1.

2.3 Calcul numérique des taux d�atténuation

Les taux d�atténuation des fermions d�hélicités positive et négative s�écrivent :

�(p) = �
e2T

8�

�
a0 � a1

p

3
+ a2

p2

9
+O(p3)

�
; (2.42)

1La partie transverse ��t du propagateur photonique contribue de la même manière dans la jauge
de Coulomb que dans les jauges covariantes (c�est le cas de la jauge de Feynman). Contrairement
au mode longitudinal ��l qui, dans les jauges covariantes, n�apparait pas seulement dans ��00
comme c�est le cas de la jauge de Coulomb, mais aussi dans les autres composantes du propagateur
photonique. Hormis, le ��l dans (1:45) ; les autres termes longitudinaux ne contribuent pas aux taux
d�atténuation.
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où a0; a1 et a2 sont des intégrales multiples, elles se calculent numériquement.

a0 =

1Z
�

dk

+1Z
�1

d!

+1Z
�1

d!0

!0
f0� (1� ! � !0) ;

a1 =

1Z
�

dk

+1Z
�1

d!

+1Z
�1

d!0

!0
[f1 � f0@!] � (1� ! � !0) ; (2.43)

a2 =

1Z
�

dk

+1Z
�1

d!

+1Z
�1

d!0

!0
�
f2 � f1@! � f0

�
3@! � @2!

��
� (1� ! � !0) ;

avec � est un cuto¤ infrarouge de l�ordre de e2T .

f0; f1 et f2 sont données par :

f0 =
X
"=�

�
�k2 (1� "k + !)2 �"�

0
l +

1

2

�
1 + 2"k + k2 � !2

�2
�"�

0
t

�
+
1

k

�
k2 � !2

�
�0�

0
t;

(2.44)

f1 =
X
"=�

�
2k2

�
�1 + k2 � 2"k! + !2

�
�"�

0
l + (�2"=k � 3 + 2"k

+4k2 � k4 �
�
2 + 4"k + 2k2

�
! +

�
4"=k + 4 + 2"k + 2k2

�
!2

+2!3 � (2"=k + 1)!4
�
�"�

0
t + "k2 (1� "k + !)2 �"@k�

0
l (2.45)

+
�
"=2 + 2k + 3"k2 + 2k3 +

"

2
k4 �

�
"+ 2k + "k2

�
!2 +

"

2
!4
�
�"@k�

0
t

i
�2
k

�
k2 � !2 + 2!3=k2

�
�0�

0
t � 2k2�1�0l +

!

k2
�
!2 � k2

�
�0@k�

0
t + 2!�0@k�

0
l;
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f2 =
X
"=�

��
�9
2
� k2 � 6"k3 � 1

2
k4 �

�
6"k � 6k2 + 2"k3

�
!

+
�
9 + k2

�
!2 + 6"k!3 � 9

2
!4
�
�"�

0
l +

�
9

2k2
� 14"

k
� 8
3
+ 4"k � 19

2
k2 � 6"k3 + k4

+

�
� 3
k2
+
25"

k
� 10 + 6"k + 9k2 � 3"k3

�
! +

�
� 6
k2
+
2"

k
+ 23� 6"k + k2

�
!2

+

�
6

k2
� 22"

k
� 6 + 6"k

�
!3 +

�
� 3

2k2
+
12"

k
� 5
�
!4 �

�
3

k2
+
3"

k

�
!5

+
3

k2
!6
�
�"�

0
t � k

�
9� 14"k + 5k2 +

�
12� 2"k � 6k2

�
!

� (3� 12"k)!2 � 6!3
�
�"@k�

0
l +

�
3

2k
+ 4" + 7k + 8"k2 +

7

2
k3 (2.46)

�
�
3

k
+ 6"+ 6k + 6"k2 + 3k3

�
! �

�
3

k
+ 4"+ 5k

�
!2

+

�
6

k
+ 6"+ 6k

�
!3 +

3

2k
!4 �3

k
!5
�
�"@k�

0
t �

3

2
k2 (1� "k + !)2 �"@

2
k�
0
l

+

�
3

4
+ 3"k +

9

2
k2 + 3"k3 +

3

4
k4 � 3

2

�
1 + 2"k + k2

�
!2 +

3

4
!4
�
�"@

2
k�
0
t

�
�3
k

�
k2 � !2

�
�0�

0
l +

�
3

k
+ 2k +

6

k
! �

�
15

k3
+
2

k

�
!2 +

18

k3
!3
�
�0�

0
t + (6� 12!) �0@k�0l

+

�
�3 + 6"k + 3

k2
!2 � 6

k
!3
�
�0@k�

0
t + 3k�0@

2
k�
0
l �

3

2k

�
k2 � !2

�
�0@

2
k�
0
t

+12k2�1�
0
l � 6!�1�0t � 6k2!�2�0l:

Les fonctions spéctrales �0; �1 et �2 sont données par :

�0 (k; !) = �1
2
�
�
k2 � !2

�
;

�1 (k; !) = " (!) �
�
k2 � !2

�
; (2.47)

�2 (k; !) = " (!)
@� (k2 � !2)

@!2
:

où � est la fonction de Heaviside et " (!) la fonction signe.

Pour évaluer numériquement les coe¢ cients a0; a1 et a2 de (2:42), nous utilisons
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les expressions des densités spéctrales [14, 55]. Pour les fermions :

�" (k; !) = �" (k) � (! � !" (k)) + ��" (k) � (! + !�" (k)) + �" (k; !)� (k � j!j) ;

(2.48)

où �" (k; !) = �1
2

�
!2" � k2

�
tel que " = �1;

et �" (k; !) =
� (k + "!)

2k2
��
! � "k � "

k

�
1 + "(k�"!)

2k
ln k+!

k�!

��2
+ �2

4k4
(k � "!)2

� :
Ainsi pour les photons :

�l;t (k; !) = �l;t (k) [� (! � !l;t (k))� � (! + !l;t (k))] + �l;t (k; !)� (k � j!j) ; (2.49)

tel que !l;t (k) le pôle du propagateur photonique �l;t à l�ordre le plus bas et les

fonctions �l ainsi que �l;t sont données par [56] :

�l (k) = � !l (k) (!
2
l (k)� k2)

k2 (4� !2l (k) + k2)

����
!=!l(k)

, �t (k) =
!t (k) (!

2
t (k)� k2)

4!2t (k)� (!2t (k)� k2)
2

����
!=!l(k)

;

�t (k) = � ! (!2 � k2)

k3
��
k2 � !2 + 2!2

k2

�
1 + (k2�!2)

2k!
ln k+!

k�!

��2
+ �2!2

k6
(k2 � !2)2

� ; (2.50)

�l (k) =
2!

k
h�
4 + k2 � 2!

k
ln k+!

k�!
�2
+ 4�2!2

k2

i :
Il est important de remarquer que chacune des contributions dans les coe¢ cients

a0; a1 et a2 de (2:43) peut s�écrire sous la forme suivante :

Irs =

1Z
�

dk

+1Z
�1

d!

+1Z
�1

d!0f (k; !; !0) � (k; !) @rk�l;t (k; !
0) @s!� (1� ! � !0) ; (2.51)

� (k; !) peut désigner soit une densité spéctrale fermionique (2:48) soit une des dis-

tributions données par (2:47). Les indices r et s sont respectivement les rème et

sème dérivées par rapport à k et ! respectivement, tels que r + s � 2.
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Dans un souci de simpli�cation, nous nous contentons de calculer un terme ap-

paraissant dans l�expression (2:46). Les autres termes ne présentent pas de di¢ culté

supplémentaire. Les mêmes divergences infrarouges surgissant dans le résultat �nal

apparaissent dans cet exemple.

Prenons comme exemple la contribution en �+@k� dans le coe¢ cient a2 avec la

fonction multiplicative f (k; !; !0) = k
!0 [(14k � 5k

2 � 9) + (2k + 6k2 � 12)! � (12k � 3)!2 + 6!3] :

On dénote cette contribution Iexemple :

Iexemple =

1Z
�

dk

+1Z
�1

d!

+1Z
�1

d!0f (k; !; !0) �+ (k; !) @k�l (k; !
0) � (1� ! � !0) : (2.52)

Des expressions (2:48) et (2:49) des densités spéctrales fermionique et bosonique,

on a à considérer quatre termes non-nuls.

La première contribution non-nulle à considérer est :

I1 =

1Z
�

dk�+ (k) f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+ : (2.53)

Pour déterminer I1; on développe la fonction f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+

autour de k petit.

f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+ =
0:62738

k
� 0:25778� 0:035648 k +O

�
k2
�
:

(2.54)

Pour intégrer l�expression (2:54), le domaine d�intégration peut être divisé en deux

sous-domaines, de � à une valeur �nie k+ (l) et de cette dernière à l�in�ni. I1 peut
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s�écrire :

I1 = �0:62738(ln � + ln k+ (l))

+

k+(l)Z
0

dk
�
�+ (k) f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+ � 0:62738=k

�

+

1Z
l

dx k0+ (x) �+ (k) f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+
���
k=kl(x)

; (2.55)

où x = k
!+(k)

tend vers 0 quand k ! 0 et tend vers 1 quand k !1:

Il apparait dans l�intégrale I1 une divergence logarithmique, puisque ln � ! �1

quand � ! 0: Le deuxième terme est �ni puisque k+ (l) l�est aussi. Ces deux termes

sont évalués de la manière suivante :

0:62738

k+(l)Z
�

dk

k
= 0:62738

0@ 1Z
�

dk

k
+

k+(l)Z
1

dk

k

1A = 0:62738 (� ln � + ln k+ (l)) : (2.56)

Dans le troisième terme, nous avons soustrait le terme divergent de �+f@k�l; et on

peut même prendre � = 0: La valeur de l doit être prise assez petite pour que le cal-

cul numérique de

k+(l)Z
0

dk
�
�+f@k�l � 0:62738=k

�
soit faisable. En e¤et, les expressions

�+ (k) f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+et 0:62738=k sont analytiquement �nies et

chacune d�elles présente une divergence infrarouge. Cependant, pour des faibles va-

leurs de l; on peut développer �+ (k) f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+�0:62738=k

en puissances de k: L�expansion a été faite jusqu�à O (k11) et on atteint la convergence

même avec l = 0:6:

Le dernier terme de (2:55) ne présente pas de divergence, il est donné en fonction

de l: On arrive au résultat :
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I1 =

1Z
�

dk�+ (k) f (k; !+; 1� !+) @k�l (k; 1� !)j!=!+ (2.57)

= �0:62738 ln � � 0:14147:

Le deuxième terme non nul à évaluer est :

I2 =

1Z
kl

dk@k�+f (k; 1� !l; !l) �+ (k; 1� !l)
��
!=!+

; (2.58)

avec kl la solution de la condition !l (k) = 1+k: Le calcul numérique de cette intégrale

ne présente aucune di¢ culté, I2 = 0:72736:

Le terme faisant intervenir la dérivée de la fonction � contient deux contributions,

I3 et I4 :

I3 = � �l!
0
l

1� !0l
f (k; 1� !; !) �+ (k; 1� !)

��
k=kl

(2.59)

I4 =

1Z
kl

dk�l!
0
l @!

�
f (k; 1� !; !) �+ (k; 1� !)

���
!=!l

: (2.60)

I3 est nulle puisque �+ (k;�k) = 0 pour toute valeur de k:

La contribution I4 doit être calculée délicatement car @!�+ (k; 1� !)
��
!=!l

diverge

quand k ! kl:

En premier lieu, on divise l�intervalle d�intégration en deux, de kl à kl0 et de kl0 à

l�in�ni (kl0 proche kl pour que l�intégrale

kl0Z
kl

soit numériquement convergente).

Pour le calcul de la première intégrale, on e¤ectue le changement de variable

k = kl + y et on dé�nit la fonction :

G (y; Z)

y
=

1Z
kl

dk�l!
0
l @!

�
f (k; 1� !; !) �+ (k; 1� !)

���
!=!l

���
k=kl+y

; (2.61)
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avec Z = 1
ln y
: G (y; Z) peut être développée en puissance de y; G (y; Z) = G0 (Z) +

G1 (Z) y +O (y2) :

I4 =

1Z
kl

dk�l!
0
l @!

�
f (k; 1� !; !) �+ (k; 1� !)

���
!=!l

=

k0l�klZ
0

dy

y
[G (y; Z)�G0 (Z)]jZ= 1

ln y

+

k0l�klZ
0

dy

y
G0 (Z)jZ= 1

ln y
+

1Z
k0l

dk�l!
0
l @!

�
f (k; 1� !; !) �+ (k; 1� !)

���
!=!l

: (2.62)

Le calcul de la dernière intégrale se simpli�e avec le changement de variable x = k
!l
:

On obtient en dé�nitif I4 = �0:086078:

La dernière contribution dans Iexemple est la double intégrale

I5 =

1Z
1=2

dk

kZ
1�k

d!A(k; !); (2.63)

tel que A(k; !) = f (k; !; 1� !) �+ (k; !) @k�l (k; 1� !) :

Pour simpli�er le calcul de cette intégrale, on e¤ectue le changement de variable,

! = k � z et le changement de fonction, H(k;z;Z)
z

= A(k; k � z) avec Z = 1
ln z
: En

faisant les développementsH (k; z; Z) = H0 (k; Z)+H1 (k; Z) z+O (z
2) etH0 (k; Z) =

K (k)Z3 +O (Z4) ; I5 peut être réécrit sous la forme :

I5 =

1Z
1=2

dk

kZ
1�k

d!A(k; !) =

1Z
1=2+

dk

2k�1Z
0+

dz

z

�
H
�
k; z; ln�1 z

�
�H0

�
k; ln�1 z

��

+

1Z
1=2+

dk

0�Z
1

ln(2k�1)

dZ

Z2
H0 (k; Z) : (2.64)

La première intégrale est �nie, puisque nous avons soustrait le terme divergent

(en 1
z
); elle vaut 0.13147. La deuxième se calcule en faisant le changement z ! Z:

Puisque H0
Z2
est de l�ordre de Z; l�intégrale est �nie et est égale à 0.11325.
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En sommant les quatre contributions, on arrive au résultat suivant :

Iexemple = �0:62738 ln � + 0:51803: (2.65)

Les autres termes dans les coe¢ cients f0; f1 et f2 se calculent sans di¢ culté

supplémentaire. On arrive, en dé�nitif [57] :

�(p) = �
e2T

16

�
5:4252� 0:64736 p+ (0:88258� 13:199 ln �)p2 +O(p3)

�
; (2.66)

avec p = p
mF

et � = �
mF
:

2.4 Conclusion

Dans cette première partie, nous avons calculé les taux d�atténuation des fermions

dans le cadre de l�électrodynamique quantique en utilisant l�expansion e¤ective de

Braaten et Pisarski.

Ce taux a été calculé jusqu�à l�ordre deux suivant le moment du fermion. On a

montré que le résultat est indépendant de la jauge choisie. Néanmoins, les divergences

infrarouges rencontrées dans le cadre des théories non-abéliennes telle que la chro-

modynamque quantique (QCD) [17, 54] persistent encore dans le cadre des théories

abéliennes telle que la QED. A partir de ce résultat, on déduit que ces divergences ne

sont pas fondamentalement liées à la nature de la théorie.

Il est important de rappeler que les taux d�atténuation sont des quantités phy-

siques importantes pour la compréhension de la phase quark gluon, elles sont reliées
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à la durée de vie des di¤érentes quasi-particules existantes dans le plasma. Pour que

ces quantités soient utilisables, elles doivent être �nies et positives. Il faudrait, pour

cela, inclure d�autres e¤ets non-incorporées dans la resomme des HTL. Actuellement,

la recherche de ces e¤ets donnent lieu à d�intenses recherches et pourront, une fois

identifées et étudiées, être inclues dans le programme de resomme HTL.
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Deuxième partie

Modélisation d�un piège

magnéto-optique unidimensionnel

fortement saturé
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Chapitre 3

Eléments théoriques du

refroidissement et du piégeage

d�atomes par laser

3.1 Introduction

Dépuis la réalisation du Piège Magnéto-Optique (PMO) en 1987 dans l�équipe de

Raab [30], le PMO est devenu une technique standard pour obtenir, à partir d�une

vapeur chaude d�atomes, un échantillon d�atomes froids con�nés spatiallement.

Dans cette thèse, on ne s�intéresse qu�au refroidissement Doppler et on choisit,

pour commencer, une description d�un PMO avec des atomes à deux niveaux pour

faciliter la compréhension des phénomènes physiques. Avec la prise en compte de
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la structure hyper�ne du niveau excité des atomes1 et les correlations entre l�atome

considéré quantique et la lumière, on arrive à reproduire de façon satisfaisante les

processus observés.

3.2 L�atome à deux niveaux

Considérons les deux niveaux de l�atome ; le niveau fondamental jgi stable ou

métastable de durée de vie très grande devant la durée de l�expérience considérée et

le niveau excité jei de durée de vie ��1. L�atome se désexcite du niveau jei vers le

niveau jgi comme schématisé suivant la �gure 3:1: Ces niveaux sont séparés par une

énergie ~!A: L�atome interagit avec un champ électromagnétique de pulsation !l dans

la direction bz et d�amplitude El(z; t) = E0 cos(!lt+ '(z)):

Pour que la modélisation de la transition pour un atome à deux niveaux soit

valable, l�écart entre !l et !A doit être petit devant les pulsations !l et !A: On dé�nit

le désaccord nu �0 = !l � !A: Le terme de couplage entre l�atome et le rayonnement

est traité dans l�approximation dipôlaire électrique [58, 59], il s�écrit :

Vatome�laser = � bD:�!El ��!R; t� ; (3.1)

où bD est l�opérateur dipôle électrique et
�!
R désigne l�opérateur position du centre de

masse. On néglige dans le terme interaction les contributions multipolaires d�ordres

supérieurs.
1La prise en compte de la dégénérescence du niveau fondamental met en évidence les processus

sub-Doppler. On arrive à des température beaucoup plus basses de l�ordre de quelques �K pour le
césium.
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On dé�nit la pulsation de Rabi 
 par l�expression ~
 = ��!D eg:
�!
El , où

�!
D eg est le

moment dipôlaire de l�atome. Cette relation exprime l�intensité du couplage atome-

champs. La pulsation de Rabi est reliée à l�intensité lumineuse par I
Isat

= 2
�


�

�2
où

Isat et � sont respectivement l�intensité de saturation et la largeur naturelle du niveau

excité jei :

Dans le domaine des atomes froids, on dé�nit souvent les grandeurs suivantes :

� La vitesse de recul vr = ~klm est le changement de vitesse d�un atome de masse

m absorbant un photon résonant d�impulsion ~kl:

� L�énergie de recul est l�énergie cinétique d�un atome ayant une vitesse égale à

la vitesse de recul, soit Er = ~!r = (~kl)2

2m
:

� L�élargissement Doppler qui est dû aux mouvements des atomes se dé�nit en

fonction de l�énergie des photons incidents ~!l par �!D = vat
c
!l:

� La température de recul est la température d�une assemblée d�atomes pour

laquelle la largeur à mi-hauteur de la distribution des vitesses correspond à la

vitesse de recul.

� La température Doppler est dé�nie par l�expression TD = ~�
2kB
, c�est la tempé-

rature la plus basse qu�on peut atteindre avec des atomes à deux niveaux dans

une mélasse optique. Celle-ci est due à la compétition entre le refroidissement

Doppler et le chau¤age par l�émission spontanée. Bien évidamment, les méca-

nismes de type sub-Doppler permettent d�atteindre des températures encore

plus basses en considérant un niveau fondamental dégénéré et en se mettant
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Fig. 3.1: Atomes à deux niveaux.

dans le régime de faibles saturations..

3.3 Forces radiatives agissant sur les atomes à deux

niveaux

Dans ce chapitre, il convient d�introduire les forces agissant sur les atomes dans la

situation la plus simple. La force moyenne agissant sur l�atome a deux composantes :

une composante proportionnelle au gradient de l�intensité appelée force dipolaire ou

force réactive et une force proportionnelle au gradient de la phase appelée force dis-

sipative.
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3.3.1 Force dissipative ou force de pression de radiation

La force de pression de radiation (ou force dissipative) conserve l�intensité de

l�onde laser mais la phase varie dans l�espace. Dans le cas où l�atome est considéré

comme un dipôle classique en interaction avec un champ classique2, elle exprime la

composante en quadrature entre le champ et le dipôle.

�!
F pr = E0(

�!
R )
�!r' Im(D+e�i'): (3.2)

Cette composante exprime la conservation de l�énergie entre le champ et l�atome [60] :

�!
F pr = �~

�!r'(z)dN
dt
: (3.3)

Dans le cas d�une onde plane progressive
�!r'(z) = ��!kl et

�!
F pr = ~

�!
kl
dN
dt
: Dans

le cas où l�on traite quantiquement la structure de l�atome3 dN
dt
= ��ee, stat: ��ee, stat

est le taux moyen de cycles d�absorption-émission spontanée. La force de pression de

radiation s�écrit �nalement sous la forme :

�!
F pr = ~

�!
kl��ee, stat: (3.4)

Chaque cycle transfert en moyenne l�impulsion ~kl à l�atome. Lors de chaque absorp-

tion, l�atome reçoit cette impulsion. L�expression (3:4) peut s�écrire en fonction du

paramètre de saturation et pour un atome au repos.

Fpr = ~kl��ee, stat = ~kl��e =
~kl�
2

s

1 + s
; (3.5)

2L�expression de la force est largement discutée dans les ouvrages traitant des interactions atomes
photons.

3L�expression classique de la force continue à être utiliser, plus exactement sa valeur moyenne.
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où s = (
)2

2
�
�20+

�2

4

� : On voit bien qu�à faible saturation �e = s
2
et Fpr ! ~kl�

2
s; alors

qu�à forte saturation �e = 1
2
et Fpr ! ~kl�

2
:

La dépendance de la force en fonction du désaccord �0 est une courbe lorentzienne

centrée en �0 = 0 et de largeur à mi-hauteur
�
2�20 + �

2
� 1
2 : Pour avoir un ordre de

grandeur de la force de pression de radiation, on calcule la force maximale subie par

l�atome. A forte saturation F ! Fmax =
~kl�
2
; elle correspond à une accélération

amax =
~kl�
2m

: Pour l�atome de Rubdium cette accélération vaut 1.1 105 m/s2 soit

11000 fois l�accélération de la pesanteur. Evidemment, la variation de la quantité

de mouvement ~kl est très inférieure devant l�impulsion thermique mvth; les deux

quantités sont dans le rapport ~kl
mvth

� 10�5: En revanche, le nombre de cycles qu�on

peut e¤ectuer avec les lasers fait que cette force peut ralentir des jets atomiques.

Avec l�accélération amax et une vitesse initiale v0 de l�ordre de la centaine de métre

par seconde l�atome est arrêté sur une distance de 1m.

3.3.2 Force dipôlaire ou force réactive

Contrairement à la force dissipative, qui mesure la variation spatiale de la phase,

la force dipolaire
�!
F dip n�existe que si l�amplitude du champ comporte des variations

spatiales. C�est la composante en phase du dipôle avec le champ :

�!
F dip =

�!rE0(
�!
R ) Re(D+e�i'); (3.6)

cette force est à l�origine du processus de la redistribution des photons du champ entre

ces di¤érents modes. C�est une force qui dérive d�un potentiel (potentiel dipôlaire) :
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U = ��!D:�!El
��!
R; t

�
,
�!
F dip = �

�!rU: Pour un atome à deux niveaux :

�!
F dip = �

~�0
2

�!rs(�!R )
1 + s(

�!
R )

; (3.7)

�!
F dip dérive du potentiel lumineux U :

U =
~�
2
Ln (1 + s) : (3.8)

Introduit pour la première fois par C. Cohen Tannoudji [61] dans la théorie de l�atome

habillé, il décrit le déplacement des niveaux d�énergie de l�atome sous l�e¤et de la

lumière. Le déplacement lumineux est dé�ni par �0 = s
2
� = U

~ :

3.4 La mélasse optique

Jusqu�à présent, la force de pression de radiation nous permet d�accélérer ou de

ralentir les atomes selon qu�ils se déplacent dans le même sens au dans le sens contraire

de l�onde laser. Pour pouvoir refroidir une vapeur atomique, c�est à dire réduire la

largeur de la courbe de la distribution des vitesses, il faudrait appliquer une force

sélective en vitesse. Pour un atome ayant une vitesse V dans le sens opposé de l�onde,

l�expression de la force du paragraphe précédent reste la même, il su¢ t juste de

remplacer le désaccord �0 par un désaccord e¤ectif (avec une correction Doppler)

�0 � klV: Pour comprendre ce fait, il su¢ t de se mettre dans le référentiel au repos

de l�atome.

Supposons maintenant qu�on ait deux ondes en contra-propagation de même fré-

quence et de vecteurs d�onde opposés. Les atomes en mouvement opposé à celui de
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Fig. 3.2: La mélasse optique.

l�onde se voient une onde plus proche de la résonance que ceux qui viennent dans

l�autre sens, ils absorbent l�onde lumineuse avec une probabilité plus élevée. La même

logique est valable pour les atomes dans la direction opposée, ils sont ralentis par

l�autre onde. Par conséquent, la résultante des forces dissipatives dues aux deux ondes

s�opposent toujours aux mouvement des atomes. La distribution des vitesses est donc

réduite, c�est l�idée de base du refroidissement Doppler proposé en 1975 par Hänsch

et Schawlow [27].

En e¤ectuant les changement �0 ! �0 � klV (onde gauche de la �gure 3:2) et

�0 ! �0 + klV (onde droite), dans la limite de faibles saturations, la résultante des

deux forces dues aux deux ondes s�écrit :

FDoppler =
~�
2
(s+ � s�) kl = ��V + o

 �
klV

�

�2!
; (3.9)

avec s� = 
2

2
�
(�0�klV )2+�2

4

�
Le coe¢ cient � est donné par l�expression :

� = �~k2l

2

�2

�0
���

�0
�

�2
+ 1

4

�2 : (3.10)
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L�expression (3:9) de la force suggère l�existence d�une vitesse de capture vc �= �
kl
au

delà de laquelle le déplacement Doppler met les atomes hors résonance.

Pour un désaccord rouge �0 < 0; � est positif et la force FDoppler est de type

visqueux. Avec ce type de refroidissement, la température limite TD =
DDoppler
kB�

que

l�on peut atteindre est déterminée par le caractère aléatoire de l�émission spontanée,

où DDoppler est le coe¢ cient de di¤usion. La distribution des vitesses dans la mélasse

est Maxwellienne avec une largeur minimale donnée par la relation TD = ~�
2kB

(146 �K

pour le rubidium). Dans la mélasse observée par le groupe de S. Chu [29], le nombre

d�atomes atteint est de l�ordre de 106 et l�intersection des trois paires de faisceaux est

de 1cm de diamètre. Pour réaliser des densités plus élevées, des tailles plus réduites et

des temps de vie plus importants, la force agissant sur les atomes doit être sélective

en position. Ce qui ne peut pas être réalisé avec des théories à deux niveaux. En

constatant que r:FDoppler est nulle, le théorème d�Earnshow optique [62] interdit le

piègeage par la seule force de pression de radiation.

L�objet de la partie suivante est d�utiliser une force de rappel qui lèvera la dégéné-

réscence Zeeman du niveau excité. On montrera que la force résultante est sélective

en position, ce qui permettra le piégeage d�atomes.

3.5 Le piège magnéto-optique

Pour rendre la force agissant sur les atomes sélective en position, la méthode la plus

simple et la plus utilisée à ce jour consiste à utiliser un champmagnétique inhomogène.
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Le Piège Magnéto-Optique est donc réalisé en ajoutant un champ magnétique à la

mélasse optique. Expérimentalement, un champ magnétique linéaire en z peut être

produit grâce à la disposition d�une paire de bobines en con�guration anti-Helmotz.

Décrivons, maintenant, le fonctionnement d�un PMO à une dimension pour la

transition atomique la plus simple. Considérons un atome �ctif sans spin avec un état

fondamental jfi de moment cinétique nul et un état excité jei de moment cinétique

J = 1 : Le champ magnétique B est choisi nul à l�endroit où l�on souhaite piéger les

atomes. En z > 0 (respectiviment z < 0) le champ est positif (respectivement néga-

tif). Les atomes sont éclairés avec deux ondes contra-propagentes de même fréquence,

de même intensité et désaccordées sur le rouge par rapport à la transition atomique

(la force résultante est de type visqueux). L�onde venant de gauche (�gure 3:3) est

polarisée �+ et l�onde venant de droite est polarisée ��: Le champ magnétique B = bz

lève la dégénérescence des sous-niveaux je;me = �1; 0i de l�état excité et les déplace-

ments Zeeman correspondants dépendent linéairement de la position. Par symétrie,

un atome au centre O ressent une force moyenne nulle. Un atome situé à droite de

O est résonant essentiellement avec l�onde venant de droite et ressent une force de

pression de radiation dirigée vers le centre. Au contraire, les atomes en z < 0 sont

résonants avec l�onde venant de gauche.

Avec les notations précédentes et en dé�nissant les désaccords e¤ectifs �� =
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Fig. 3.3: Le piège magnéto-optique
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�0 � klV � �Bb
~ z; la force de rappel s�écrit au voisinage du centre z = 0 :

F = �
 
kl�bs0

�2��0
�20 +

�2

4

!
z;

où �B le magnéton de Bohr, b le gradient de champ magnétique, � le moment ma-

gnétique de l�atome dans l�état excité et s0 =
(
)2

2
�
�20+

�2

4

� le paramètre de saturation
supposé petit devant 1. La con�guration à trois paires de faisceaux �+ et �� (indé-

pendants ou rétro-ré�échis) est de loin la plus utilisée. Les faisceaux se croisent au

centre d�une cellule contenant une vapeur atomique à une pression de l�ordre de 10�8

torr. Dans le chapitre suivant, on présentera les di¤érentes étapes de la réalisation

expérimentale d�un piège magnéto-optique où les faisceaux sont rétro-ré�échis.
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Chapitre 4

Dispositif expérimental

4.1 Introduction

Le piégeage des atomes est actuellement très utilisé dans les expériences de phy-

sique atomique et de la physique non-linéaire. Le choix des alcalins est motivé par

leur propriété de n�avoir qu�un seul électron actif.

Dans ce chapitre, on abordera l�essentiel de la réalisation expérimentale d�un piège

magnéto-optique d�atomes de rubidium à faisceaux rétro-ré�échis. On présentera,

dans un premier temps, les sources laser (piège, repompeur et leurs esclaves). Dans

un deuxième temps, on passera en revue le montage du piège : le champs magnétique,

la cellule et les di¤érents montages de dioptres.

La préparation des sources laser est sans doute la phase la plus délicate dans la

réalisation du piège magnéto-optique. Plusieurs facteurs entrent en jeu pour arriver
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à piéger et à refroidir e¢ cacement les atomes :

� La largeur spéctrale de la raie d�émission doit être bien inférieure à la largeur

� du niveau excité pour pouvoir dé�nir le désaccord à mieux que � (� = 5:9

MHz pour le 87Rb) ;

� La fréquence des lasers doit être stabilisée au voisinage de la transition 52SF=21
2

!

52P F
0=3

3
2

du rubidium (� �= 780 nm) avec un désaccord de quelques �;

� L�intensité délivrée par les diodes laser doit être su¢ sante pour assurer un

ralentissement e¢ cace des atomes. Elle doit être de l�ordre de 20 Isat pour

chaque paire de faisceaux ;

� L�accordabilité en fréquence doit être assurée sur une gamme de plusieurs �

pour pouvoir explorer une fenêtre signi�cative dans le désaccord �0.

4.2 L�atome de Rubidium

Le rubidium appartient à la famille des alcalins (Na, Cs, ..). Il existe dans la

nature sous la forme de deux isotopes, le 85Rb, stable et plus abondant (72.16 %)

et le 87Rb, instable mais avec une longue demi-vie. Ses di¤érentes propriétés sont

rassemblées avec une très grande précision dans la référence [63]. A température et

pression ambiantes, le rubidium est dans un état solide de couleur blanc argenté. Pour

avoir une vapeur de rubidium (nécessaire pour les expériences de piégeage), il faudrait

chau¤er au delà de la température de fusion qui est de 39.31 C
�
. Les structures �ne

et hyper�ne sont représentées sur la �gure 4:1:
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Fig. 4.1: Diagramme des premiers niveaux d�énergie du Rubidium 87. Sont aussi
indiqués les facteurs de Landé et les déplacements Zeeman pour chaque niveau.
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La structure �ne résulte du couplage entre le moment angulaire orbital
�!
L de l�élec-

tron externe et son moment angulaire de spin (interaction spin-orbite). Les valeurs

du moment angulaire total de l�électron sont : jL� Sj � J � jL+ Sj :

Pour le 87Rb, le fondamental L = 0 et S = 1
2
correspond à J = 1

2
.

La valeur L = 1 donne J = 1
2
ou J = 3

2
:

La transition L = 0 ! L = 1 est appelée la raie D. On distingue la D1 : 5
2S 1

2
!

52P 1
2
et la D2 : 52S 1

2
! 52P 3

2
(n=5 : nombre quantique principal et 2S+1=2 dans

la notation usuelle de physique atomique).

La structure hyper�ne, quant à elle, resulte de l�interaction entre le moment an-

gulaire total
�!
J et le spin nucléaire

�!
I . Le moment angulaire total de l�atome est

dé�ni par
�!
F =

�!
J +

�!
I . Ses valeurs sont résumées dans le tableau ci-dessous, elles

sont comprises entre jJ � Ij et jJ + Ij ; sachant que pour le 87Rb le spin nucléaire

I = 3
2
:

Le fait que le rubidium soit un atome à un seul électron actif lui confère une

structure d�atomes à deux niveaux. Le refroidissement des atomes se fait en exploitant

la raie D2 (transition de refroidissement) de longueur d�onde voisine de 780 nm.

L�intensité de saturation de la transition Isat = I(
 = �=
p
2) = 1:67 mW/cm2,

où 
 est la fréquence de Rabi. La vitesse de recul produite par un laser de vecteur

d�onde kl est vr = ~kl=M = 5:9 mm=s, l�énergie et la température de recul sont
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Er = 15:5 � 10�12 eV, Tr = 0:36 �K.

La transition de refroidissement F=2 vers F�=3 est une transition fermée ; les

transitions non-radiatives sont interdites, c�est à dire de l�état F�= 3, l�atome ne

passe pas directement à l�état F�=2. En revanche, comme l�écart entre F�=2 et F�=3

est assez faible (266 MHz), le "laser piège" peut exciter l�atome dans F�=2. Depuis

cet état et selon les règles de sélection, il peut retomber dans l�état fondamental F=1

et comme la séparation des deux niveaux hyper�ns F=1 et F=2 est de 6.84 GHz,

les atomes qui se trouvent à l�état F=1 sont perdus. Un faisceau dit "repompeur"

entre F=1 et F�=2 est nécessaire: Les transitions induites par les faisceaux "piège et

repompeur" sont représentées sur la �gure 4:1.

4.3 Stabilisation des diodes lasers

Le progrès dans le domaine de l�opto-électronique a fourni au domaine des atomes

froids des sources lasers d�excélentes qualités, essentiellement à multi-puits quan-

tiques. Elles sont peu onéreuses, de dimensions réduites et sont accordables autour

des gammes des fréquences souhaitées. Dans cette section, nous présentons les prin-

cipales caractéristiques des diodes lasers que nous avons utilisées pour le piègeage et

le repompage.

Le montage du laser maître fournit un faisceau de très bonne résolution spéctrale

mais de faible puissance (� 5mW ) ; insu¢ sante pour piéger les atomes. Les diodes

laser esclaves, quant à elles, sont des diodes de puissance qui, sous certaines conditions
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Fig. 4.2: Diode en cavité étendue

de température et d�intensité de courant de pompage, arrivent à émettre à la même

fréquence du maître (copient la fréquence et la largeur spéctrale du maître) à une

puissance su¢ sante pour les expériences de piégeage. On commencera par décrire

le fonctionnemrnt d�un laser maître. On montrera ensuite, par l�injection des lasers

esclaves, comment on pourra obtenir des faisceaux aux fréquences connues à mieux

que la largeur naturelle1.

La stabilisation de la fréquence laser sur la transition atomique est assurée par la

méthode d�absorption saturée. Celle-ci �xe comme référence la transition atomique

elle-même. Deux lasers maîtres sont montés, l�un pour le piège, l�autre pour le repom-

peur.

1Une méthode d�auto hétérodynage permet de mesurer la largeur à mi-hauteur des lasers maîtres
qui est de l�ordre de 2 MHz.
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4.3.1 Le laser maître

En mode libre, la longueur d�onde d�émission dépend fortement de la température

et de l�intensité de pompage de la diode, elle peut changer d�un jour à l�autre voire

même au cours de l�expérience. Pour améliorer la stabilité de l�émission laser, on

utilise un montage en cavité étendue. La diode est insérée dans une cavité externe

d�un centimère de longueur (�gure 4:2). Le miroir de sortie est un réseau blazé de

di¤raction par ré�exion. La diode joue alors le rôle d�un ampli�cateur dans une cavité

externe. On oriente le réseau de telle manière que l�ordre 1 soit renvoyé dans la cavité,

alors que l�ordre 0 est éjecté vers l�exterieur. Cela permet d�abaisser le niveau des

pertes pour les ondes ré�échies dans la cavité et permet ainsi de choisir la longueur

d�onde d�émission laser.

Le faisceau sortant de la diode laser est de géomètrie elliptique dont le grand axe

est choisit parallel aux lignes de di¤raction du réseau. On veille à ce que l�axe optique

soit bien ajusté au centre du faisceau pour remédier à toute aberration sphérique.

De plus, un mauvais alignement du réseau sur cet axe provoque l�apparition de deux

faisceaux. Pour ce faire, deux vis règlent les positions horizontale et verticale du

réseau. Pour s�assurer du retour de l�ordre 1, il faut que le faisceau retour coincide

avec le faisceau aller.

La fréquence du laser est ajustable en utilisant la vis horizontale puisque le grand

axe est selon cette direction et que le faisceau est moins sensible par rapport à l�ali-

gnement horizontal. Quand la longueur d�onde est loin de la longueur désirée, la
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température du laser peut être modi�ée pour la ramener à une plage plus proche. La

variation de la température induit une variation de la longueur de la cavité externe et

modi�e ainsi la distance entre les modes. Ceci se fait en ajustant le courant passant

dans l�élément Peltier installé sous le support du système laser. Cet élément peut

chau¤er ou refroidir selon que le courant le traverse dans un sens ou dans l�autre.

Le faisceau de sortie de géomètrie elliptique, est rendu circulaire à l�aide d�un

couple de prismes anamorphoseurs. Il passe ensuite par un isolateur optique ne lais-

sant passer la lumière que dans un sens et empêche toute lumière parasite de revenir

perturber le comportement du laser. Par la suite, une partie du faisceau laser est utili-

sée pour l�injection des esclaves et l�autre partie est envoyée au montage d�absorption

saturée.

Balayage de la fréquence laser

La fréquence du laser peut être balayée à l�aide d�une cale piézo-électrique placée

derrière le réseau de di¤raction2. La haute tension appliquée induit un appui sur le

réseau et cela a pour e¤et soit de tourner le réseau ou de changer la longueur de la

cavité externe. Dans les deux cas la longueur d�onde d�émission change. Si le balayage

en fréquence est continu, c�est à dire, il n�y a pas de sauts de modes, les deux e¤ets

sont équivalents. Cependant, en augmentant signi�cativement la tension, des sauts de

modes peuvent apparaître. Pour y remédier, on fait varier simultanément le courant

2L�épaisseur de la cale varie en fonction de la tension appliquée. Néanmoins, cet élément n�a pas
une réponse linéaire en fonction de la tension appliquée, à fortiori, un e¤et d�hystérisis est possible.
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Fig. 4.3: Absorption saturée

de pompage de la diode. On arrive ainsi à faire varier la fréquence d�émission sur une

plage de 10 GHz sans être altérée par des sauts de mode.

Absorption saturée et verrouillage en fréquence

Dans le but de stabiliser la fréquence, on utilise un montage d�absorption saturée

qui permet de verouiller la fréquence sur une transition atomique. On superpose un

faisceau assez intense, la pompe, sur un autre faisceau contrapropageant de faible

intensité, la sonde, sur une cellule témoin de rubidium. Le signal d�absoption de la

sonde nous permet de repérer les transitions qui nous serviront de référence pour le

laser. Tout écart de la fréquence d�émission à cette référence est corrigée à l�aide d�une

boucle d�asservissement.

Expliquons le principe de l�absorption saturée (�gure 4:3). Dans la cellule, les

atomes ayant des vitesses Vz > 0 vont absorbés préférentiellement la sonde tels que

�s
�
1� Vs

c

�
= �0; l�intensité de celle-ci diminue. La fréquence de la sonde est balayée
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en faisant varier �nement la longueur de la cavité étendue. Derrière la cellule est

placée une photodiode qui enregistre le pro�l Doppler d�absorption de la sonde (even-

tuellement gaussien). On superpose une pompe intense de fréquence �p = �s + 2��:

Les atomes qui sont résonants avec la pompe sont tels que �p
�
1 + Vs

c

�
= �0 , ils ab-

sorbent ce faisceau qui sature la transition atomique. Très souvent, la pompe et la

sonde interagissent avec des classes de vitesse di¤érentes et sont donc absorbées in-

dépendamment. Néanmoins, quand les deux faisceaux sont résonants avec la même

classe de vitesses, i. e. �s � �0 � ��; les atomes correspondants sont déja saturés par

la pompe, ainsi la sonde traverse la cellule sans être absorbée. Il apparait dans le

pro�l d�absorption de la sonde un pic de transmission à �s � �0 � �� de largeur �.

On arrive par e¤et Doppler à visualiser les di¤érentes raies d�absorption d�une vapeur

atomique. La sonde étant balayée sur 1GHz, toutes les transitions possibles à partir

du sous niveau hyper�n fondamental F = 2 peuvent être excitées (F = 2 ! F 0 = 1;

F = 2! F 0 = 2; F = 2! F 0 = 3):

Expérimentalement, la pompe est décalée de la sonde en utilisant un montage en

oeil de chat. Le faisceau émis de la source est dévisé à l�aide d�un cube séparateur de

polarisations (PBS) en une partie transmise de polarisation horizontale constituant la

sonde et une partie ré�échie de polarisation verticale e¤ectuant un aller retour dans

le montage en oeil de chat. En plus d�être décalée de 2��, la pompe est modulée

à quelques MHz près de sa valeur moyenne. La sonde et la pompe sont contrapro-

pageantes sur la cellule. Un signal de transmission est reçu sur une photodiode et
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traité par un dispositif de détection synchrone qui nous permet d�obtenir la dérivée

du signal d�absorption. Cette dernière est utilisée comme un signal d�erreur pour l�as-

servissement en fréquence3. L�ensemble : la diode laser à cavité étendue, l�absorption

saturée et la détection synchrone constituent ce que l�on appelle le laser maître (�gure

4:4).

4.3.2 Injection des esclaves

La puissance délivrée par le faisceau maître est relativement faible. A une intensité

de courant de 120 mA, la puissance mesurée est de 8 mW, soit un rendement de

conversion de 0.07 W/A. Pour pouvoir piéger des atomes, il faut utiliser des diodes

lasers de puissance, appellées esclaves, qui vont reproduire les caractéstiques du maître

(longueur d�onde et phase) avec une plus grande puissance. Bien que la face d�entrée

de la diode est de quelques �m2, la superposition du faisceau maître sur le faisceau

esclave est possible. En utilisant la fenêtre d�éjection de l�isolateur optique, le faisceau

maître remonte jusqu�à la cavité de la diode laser esclave. Cette dernière est injectée

dès que la fréquence de l�un de ses modes libres coincide avec la fréquence du laser

maître. Le schéma de l�injection des deux diodes esclaves est représenté sur la �gure

4:5.

L�injection des esclaves n�est en général pas facile et se fait sur des gammes très

3Ce signal est ramené vers l�alimentation de contrôle de la câle pièzo-électrique a�n de corriger
toute variation de la cavité externe. En conséquence, la fréquence du laser est asservie sur la fréquence
souhaitée du rubidium87.
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Fig. 4.4: Montage du laser maître du faisceau piège.
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étroites de courant et de température. L�optimisation dépend fortement de la tempé-

rature externe. L�idéal est de travailler à une température proche de celle du labora-

toire. La fréquence du faisceau maître est maintenue sur la transition souhaitée du

rubidium aux condititons souhaitées, en particulier, loin de tout indésirable saut de

mode.

Pour optimiser la plage d�injection, plusieurs mesures ont été relevées en faisant

varier par exemple l�intensité de courant pour di¤érentes valeurs de température tout

en gardant les valeurs les plus stables de courant et de température des lasers maîtres.

Caractérisation des diodes lasers

La diode maître piège Elle mesure à peine 1mm. La diode utilisée est de type

Hitachi à multi-puits quantques AlGaAs de 0.78 �m de largeur de bande interdite.

Le courant seuil typique en mode libre est de 45 mA. La divergence du faisceau

est estimée par le constructeur à une température de 20 �C à 8� � �k � 10� et

18� � �? � 28�. A l�aide d�un Wattmetre placé sur le trajet du faisceau, on mesure

la puissance émise en cavité étendue en fonction du courant (le résultat est donné sur

la �gure 4:6).

Sur cette �gure, on remarque que le courant seuil diminue sous l�e¤et du faisceau

retour, Iseuil =28 mA soit 37% plus petite qu�en mode libre. L�e¢ cacité de conversion

est donnée par la pente de cette courbe, elle est de 0.0716 W/A.
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Fig. 4.5: Schéma de l�injection des esclaves.
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Fig. 4.6: Puissance de la diode maître en fonction du courant de pompage.
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Fig. 4.7: Puissance lumineuse émise par la DBR en fonction du courant. Le rendement
de conversion est de 0.003 W/A

La diode maître repompeur La diode utilisée est une DBR (Distributed Bragg

Re�ector) à puits quantique AlGaAs de longue cavité qui permet d�avoir une largeur

de raie assez faible (�1 MHz). Elle émet à une fréquence centrale de 780 nm et la

puissance nominale est de 4 mW. Le seuil de courant de l�émission est de 40 mA. La

�gure 4:7 donne la puissance émise de la DBR en fonction du courant. La mesure de

la largeur de raie à l�aide de la méthode d�hétérodynage n�a pas aboutie à cause de la

faible puissance de celle-ci. En fonction de la température, la longueur d�onde varie

linéairement (�gure 4.8) ; on mesure une pente de 0.062 nm/�C.

Les esclaves La diode utilisée est de même type que celle insérée dans le montage du

maître piège. On présente ici les caractéristiques d�émission de cette diode (longueur

d�onde et puissance) en fonction de la température et du courant de pompage.
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Fig. 4.8: Longueur d�onde d�émission de la DBR en fonction de la température.

En température La longueur d�onde est une fonction linéaire de la température

avec parfois des sauts de modes. Le même comportement est observé pour les deux

diodes esclaves utilisées. La pente est identique sur toutes les branches (�gure 4:9),

elle est de 0.056 nm/C�. Sur cette �gure, on peut remarquer que pour avoir un laser

stable sur la transition � = 780:028 nm, il faudrait travailler à des courants voisins

de 50 mA.

En intensité de pompage Le constructeur indique une e¢ cacité de conversion

comprise entre 0.35 et 0.7 W/A. La �gure 4:10 donne la puissance en fonction du

courant de la diode esclave piège, la pente est de 0.552 W/A. Ces mesures ont été

obtenues dans le cas où l�esclave est injécté et émet à la même fréquence du maître.

On observe le même comportement pour la diode laser repompeur.
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Fig. 4.9: Longueur d�onde en fonction de la température pour deux valeurs du
courant.

Fig. 4.10: Puissance d�émission de la diode esclave en fonction du courant.
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Fig. 4.11: Puissance d�émission du maître et de l�escalve.

En dessous du seuil les pertes sont plus importantes. A partir de cette valeur, toute

la puissance est émise dans le faisceau laser. La pente qui caractérise le rendement de

conversion courant-tension vaut 0.55 W/A pour le laser maître. Sur la �gure 4:11, le

seuil le plus bas correspond au laser maître. Cette diminution est due à la réduction

des pertes assurée par la cavité externe.

Pour faire varier la longueur d�émission laser, on peut faire varier l�intensité du

courant traversant la jonction ou faire varier la température. La longueur d�onde en

fonction de l�intensité de courant pour di¤érentes températures est obtenue pour les

deux diodes esclaves. On remarque sur la �gure 4:12 que ces diodes fonctionnent sur



91

Fig. 4.12: Longueur d�onde d�émission en fonction de l�intensité de courant pour
di¤érentes valeurs de la température.

plusieurs modes.

Par ailleurs, des comportements multistables sont à mentionner. En e¤et, en di-

minuant progressivement la température de l�élément Peltier, on réalise en général un

chemin retour stable et di¤érent du chemin aller. En analysant les sauts de modes,

on déduit que la pente est la même pour toutes les �gures et que les sauts sont des

multiples de 50 GHz, ce qui dé�nit l�intervalle spéctral libre ou l�espacement entre les

modes. La longueur interne de la cavité L peut être déduite de l�expression �� = c
2nL :

Si l�on prend un indice de réfraction n = 3.5, L ' 0.9 mm.
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Fig. 4.13: Méthode d�hétérodynage pour la mesure de la largeur spéctrale du faisceau
esclave injécté.

Largeur à mi-hauteur du faisceau injecté

Pour mesurer la largeur du spéctre d�émission laser, on a utilisé la méthode d�auto-

hétérodynage. Celle-ci consiste à déterminer le bruit de phase par la détection d�un

battement entre deux parties séparées du même faisceau. Le faisceau est divisé en

deux parties à l�aide d�un cube séparateur de polarisations (PBS). On fait retarder

l�un des faisceau en lui faisant parcourrir 720 m de �bre optique, l�autre faisceau est

décalé de 80 MHz de fréquence à l�aide d�un modulateur acousto-optique. L�ensemble

est superposé sur un détecteur rapide suivi d�un ampli�cateur. Le battement à 80

MHz est observé sur un analyseur de spéctre. Le schéma expérimental est reproduit

sur la �gure 4:13.

La di¤érence est notable entre la largeur mesurée sur un faisceau en mode libre et

un faisceau injecté par le maître (�gure 4.14). La largeur du battement est directement

liée à la largeur du spéctre d�emission laser. La largeur du laser injecté est bien
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Fig. 4.14: Spéctre du battement obtenu dans les deux situations où la diode escalve
est injéctée et non-injéctée .

inferieure à �, elle est de l�ordre du MHz.

Avant de refroidir et de piéger les atomes, il faut que la fréquence du laser soit

au désaccord choisi et que l�intensité des faisceaux soit su¢ sante pour assurer un

piégeage e¢ cace. Pour cela, il faut mettre en place un dispositif �able de contrôle de

la fréquence et de l�intensité des faisceaux.

Contrôle de la fréquence et de l�intensité des faisceaux

Pour contrôler �nement le désaccord, on utilise un Modulateur Acousto-Optique

(AOM) modulé par un oscillateur radiofréquence. Par e¤et Doppler, les ordres +1

et -1 di¤ractés par le réseau de phase de l�AOM sont décalés en fréquence de ���

que l�on peut choisir. Les modulateurs acousto-optiques disponibles acceptent des

radiofréquences de 50 à 120 MHz, et c�est cette fréquence qui est utilisée dans le
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montage de détection synchrone. A�n d�avoir des faisceaux désaccordés de �3� (soit

�0
2�
= 18MHz pour le rubidium4), on utilise une série de modulateurs acousto-optiques.

L�utilisation de ces derniers dans un montage en oeil de chat est intéressante puisque

on peut changer le désaccord sans modi�er l�alignement des faisceaux. En fait, lorsque

l�on change la fréquence de l�onde sonore dans le modulateurs acousto-optique, le pas

du réseau de phase varie et la direction des ondes di¤ractées change. En faisant un

aller retour dans l�AOM (montage en oeil de chat de la �gure 4:4), la fréquence est

décalée de 2�� et le faisceau revient sur lui même quelque soit l�angle de di¤raction.

Par ailleurs, le modulateur acousto-optique permet également de modi�er l�intensité

des faisceaux, puisque l�intensité du faisceau di¤racté dépend de l�amplitude de l�onde

radiofréquence qui génère le réseau de phase.

Une fois les sources laser prêtes, c�est à dire que le piège est sur la transition

5S1=2 (F=2)! 5P3=2 (F=3) et le repompeur est sur la transition 5S1=2 (F=1)!5P3=2 (F=2),

il reste à acheminer ces faisceaux sur la cellulle où l�on réalise le refroidissement et le

piègeage des atomes.

4.4 La table du piège

Une fois les faisceaux piège et repompeur mis en forme, ils sont séparés en trois

bras pour former les paires de faisceaux �+ � �� nécessaires au fonctionnement du

piège, ils sont acheminés vers la table supérieure portant le piège (�gure 4:15):

4Pour cette valeur du désaccord, on arrive à un piège stable.
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Fig. 4.15: Table de piège magnéto-optique.
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Une des paires est alignée selon la direction du champ magnétique. Alors que les

deux autres forment un angle de 45� avec la table du piège. Notons que six lames

quart d�ondes sont utilisées pour rendre circulaires les polarisations des faisceaux. Les

faisceaux de chaque paire ont des polarisations circulaires inverses l�une de l�autre.

En plus des faisceaux laser, l�autre ingrédient nécessaire à la réalisation du PMO

est le champs magnétique quadripolaire. Il est produit par une paire de bobines par-

courues par des courants en sens opposés (con�guration anti-Helmoltz). Les spires

sont carrées de côté 2a = 13 cm, séparées d�une distance D = 2d = 15 cm et par-

courues par un courant I = 7 A. On arrive à créer un champs magnétique nul au

centre z = 0 et qui varie linéairement au voisinage. Le gradient au centre est donné

par l�expression suivante :

bz = 8 � 10�7NI
a2d (5a2 + 3d2)

(a2 + 2d2)
3
2 (a2 + d2)2

: (4.1)

La cellule en quartz contenant la vapeur atomique a la forme d�un parallèlipède

de dimension 5x7.5x10 cm3. Elle est traitée anti-re�et sur ses faces externes.

Le chargement des atomes dans le PMO peut se faire de deux manières di¤érentes.

Soit par jet atomique ralenti par laser soit à partir d�une vapeur atomique. La première

méthode nécessite la réalisation d�un four et d�un ralentisseur Zeeman. Elle est souvent

nécessaire pour charger des atomes à faible pression de vapeur saturante: Le rubidium,

au contraire, a une température de fusion plus faible (39.31�C); il su¢ t d�utiliser

une vapeur atomique pour le chargement. Cependant, il est toujours di¢ cile de faire

monter la vapeur à la cellule du piège. Il faudrait chau¤er, par exemple à l�aide d�un
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Fig. 4.16: Image de la �uoréscence du PMO donnée par une caméra CCD.
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décapeur, pour avoir une densité d�atomes raisonnable.

Pour faire sortir le rubidium, le rendre liquide puis avoir de la vapeur, il faut

faire un vide primaire de l�ordre de 10�6 torr puis utiliser une pompe ionique pour

entretenir un vide secondaire de l�ordre de 10�8 torr. En ouvrant légèrement une des

vannes et en chau¤ant à 50�C, les atomes montent jusqu�à la cellule. Pour observer

la �uorescence de la vapeur atomique, on utilise un faisceau laser en résonance.

Sur la �gure 4:16; est représenté un nuage d�atomes froids obtenu pour un désac-

cord �0 = �3� et un gradient de champmagnétique b = 13G=cm: Le piège correspond

à l�intersection des trois paires de la mélasse optique.

On peut connaître la distribution spatiale et le nombre d�atomes dans le nuage en

analysant sa �uorescence. En e¤et, les atomes du nuage absorbent et émettent spon-

tannement et de manière isotrope des photons. Une estimation du nombre d�atomes

est possible en utilisant une photo-diode calibrée qui détecte des photons sous un

angle solide 
 = S
d2
: Si le nuage contient N atomes, le nombre de photons émis par

unité de temps est N�e�: En partant de la dé�nition de l�é¢ cacité quantique �eq de

la photodiode :

�eq =
V

W
=
4�




V

N�e�~!0
: (4.2)

où V est la tension indiquée par le passage de la puissance lumineuse W; le nombre

d�atomes N est donné par :

N =
4�




V

�eq�e�~!0
: (4.3)

Dans la suite, on présentera un modèle de PMO dans le contexte du refroidisse-
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ment Doppler. On utilisera les équations de Bloch pour déterminer les populations

atomiques ensuite l�équation de Fokker-Planck pour déterminer la densité dans l�es-

pace de phases.
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Chapitre 5

Le modèle et les résultats des

simulations

5.1 Introduction

Dans le but de simpli�er notre étude du piège, on se place dans la con�guration

simple d�un piège magnéto-optique unidimensionnel [29]. On choisit la structure Zee-

man la plus simple qui conduit à un refroidissement par une force magnéto-optique,

c�est à dire l�étude se fait sur la transition J = 0! J = 1: L�atome considéré dans ce

cas a trois niveaux, le niveau fondamental J = 0 non-dégénéré de moment cinétique

nul et les deux sous niveaux excités résultant de l�interaction de l�atome avec les deux

faisceaux de la mélasse �+ � �� et le champ magnétique quadripolaire B: La parti-

cularité d�une telle transition est que les phénomènes de type sysiphe sont interdits
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ainsi que la redistribution des photons.

A�n de déterminer l�expression de la force magnéto-optique moyenne exercée par

la paire de faisceaux laser sur un atome en présence du champ magnétique, on résout

le système d�équations de Bloch optiques (EBO). Ces équations donnent l�évolution

temporelle de la matrice densité avec la prise en compte de la relaxation par l�émission

spontannée. De plus, le calcul de la force prendra en compte deux e¤ets collectifs,

l�e¤et d�ombre, e¤et essentiel à la compression du nuage, et l�e¤et de la di¤usion

multiple, interaction répulsive de longue portée s�opposant à la force de contraction

du PMO.

5.2 Temps caractéristiques du système

On distingue dans le système atomes-photons les variables internes qui décrivent

l�évolution des populations des niveaux ainsi que les cohérences entre eux (dé�nissant

les transitions entre le fondamental et les deux niveaux excités), et les variables ex-

ternes qui décrivent la dynamique externe des atomes, par exemple, la position du

centre de masse et sa vitesse.

L�échelle de temps d�évolution des degrès de liberté internes est Tint = ��1; elle

représente le temps de relaxation par émission spontannée, et celle des variables ex-

ternes Text; qu�on peut dé�nir raisonnablement comme la durée nécessaire pour que la

vitesse de l�atome change notablement, mais qu�il n�est pas facile à évaluer. Pour cela,

on admet le critère suivant : le changement de vitesse �v est tel que la modi�cation
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de l�e¤et Doppler kl�v dépasse la largeur naturelle �: Sachant que le changement de

vitesse après chaque émission spontannée est égale à vrecul, et le temps moyen entre

deux émissions spontanées est ��1; on peut écrire :

�v

Text
=

vrecul
��1

) Text
Tint

=
Text
��1

=
�v

vrecul
;

) Text
Tint

=
kl�v

klvrecul
' �

klvrecul
=
m�

~k2l
: (5.1)

Pour les atomes alcalins, l�inégalité Tint � Text est largement véri�ée. C�est la condi-

tion de raie large. Le rapport Text
Tint

est de 790 pour le rubidium et de 400 pour le

Sodium.

L�étude du système est considérablement simpli�ée. La dynamique des variables

internes, dans ce cas, est beaucoup plus rapide que la dynamique des variables ex-

ternes. En d�autres termes, les variables externes suivent adiabatiquement les variables

internes. Les deux dynamiques, interne et externe, sont ainsi découplées. Il est à noter

également qu�il y a un troisième temps caractéristique, celui de l�évolution des inten-

sités des faisceaux laser Tlaser. Un temps beaucoup plus petit que les temps cités plus

haut, il est de l�ordre de la nano seconde. Par conséquent, la résolution de l�équation

de la densité dans l�espace des phases ne tiendra compte que des valeurs stationnaires

des intensités.

La dynamique externe, quant à elle, va être étudiée classiquement. Pour que cette

approximation soit valable, il faut, d�une part, que l�extension spatiale �R soit pe-

tite devant la longueur d�onde du champs lumineux (�R � �). Ceci se traduit en

remplaçant dans l�expression du champ des lasers, l�opérateur position par sa valeur
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moyenne. D�autre part, le déplacement Doppler kl�V doit être de l�ordre de �. Les

deux conditions ne sont compatibles, compte tenu de la relation d�incertitude, que si

la condition de la raie large est véri�ée. En combinant les deux relations �R� � et

kl�V � �, dans la relation �R�V � ~
m
:

�R�V � ~
m
) ~

m
� ��

kl

) m�

~k2l
� 1; (5.2)

on retrouve bien la condition de raie large.

5.3 Solutions stationnaires des équations de Bloch

Le système étudié est un système à trois niveaux, le fondamental jgi ; et les deux

états excités fje�i ; je+ig : Les deux faisceaux laser contra-propageants ont des fré-

quences identiques, des polarisations et des vecteurs d�onde opposés. On choisît bz;
comme l�axe de propagation des faisceaux et l�axe des deux bobines. Le champ ma-

gnétique met en évidence la dégénérescence Zeeman, il introduit les trois sous-niveaux

Zeeman de l�état excité je0i et je�i. Selon les règles de sélection de transitions dipô-

laires �J = �1, le sous-niveau excité je0i n�est pas couplé aux champs laser ; le

niveau fondamental a un moment cinétique Jg=0, et les lasers ont des polarisations

circulaires Je = +1: Les éléments de la matrice densité b� se déduisent de l�équation
d�évolution de la matrice densité [64] :

db�
dt
=
1

i~

h bH; b�i+ �db�
dt

�
relax

: (5.3)
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avec

bH = bH0 + bHI ; (5.4)

et
�
db�
dt

�
relax

est le terme de relaxation par émission spontanée.

L�Hamiltonien sans interaction bH0 a pour expression dans la base des vecteurs

propres je+i ; je�i et jgi du sytème atome-rayonnement :

bH0 = ~!+ je+i he+j+ ~!� je�i he�j+ 0 jgi hgj ; (5.5)

où !� = !0 � klv � !Bz avec !B =
�bb
~ :

bHI est l�Hamiltonien d�interaction Atome-

Laser, qui dans le cadre de l�approximation dipolaire électrique se met sous la forme :

bHI = �El: bD; avec El = E�� + E�+, le champ total des deux ondes laser. Il est

considéré comme un champ classique externe. L�opérateur bD = bDe� + bDe+ est l�opé-

rateur dipolaire électrique total. bDe� ; bDe+ sont associés aux transitions vers les deux

sous-niveaux excités je�i et je+i : Ces deux opérateurs se décomposent comme suit :

bDe� = d+e� je�i hgj+ d�e� jgi he�j = bD+e� + bD�e� , (5.6)

bDe+ = d+e+ je+i hgj+ d�e+ jgi he+j = bD+e+ + bD�e+ . (5.7)

L�opérateur bDe� (respectivement bDe+) est responsable de l�absorption d�un photon

�� (respectivement �+) par le biais de l�opérateur bD+e� (respectivement bD+e+) et de

l�émission d�un photon du même type par le biais de l�opérateur rateur bD�e�(respectivement

bD�e+).

L�expression du champ de l�onde polarisée positivement se propageant selon les z



105

positifs s�écrit :

E�+(r; t) = �E0
2
[bex cos�+ bey sin(�)] = E0

2

�
�ei�be� + e�i�be+�

= E+e+e
�i� + E�e+e

i�; (5.8)

avec E+e+ =
E0
2
be+, E�e+ = �E0

2
be� et � = !lt�klz: De même, le champ de l�onde

polarisée négativement se propageant selon les z négatifs s�écrit :

E��(r; t) =
E0
2
[bex cos(!lt+ klz)� bey sin(!lt+ klz)]

=
E0
2

�
e�i�

0be� � ei�
0be+� = E+e�e�i�0 + E�e�ei�0 ; (5.9)

avec E�e� = �E0
2
be+, E+e� = E0

2
be� et �0 = !lt+ klz:

L�interaction atome-laser représentée par HI est composée de deux parties : la

première bHI1; qui représente l�interaction de l�onde �+ avec le dipôle, s�écrit sous la

forme :

bHI1 = � bDe+ :E�+ = �
� bD+e+ + bD�e+

� �
E+e+e

�i� + E�e+e
i�
�
: (5.10)

Si l�on ne garde que les termes résonnants on obtient :

bHI1
�= � bD+e+E+e+e

�i� � bD�e+E�e+e
i�

=
~
�+
2
je+i hgj e�i!lt + ~
+

2
jgi he+j e!lt; (5.11)

avec ~
+ = �
�
d+e+:E+e+

�
eiklz:
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La seconde partie bHI2; qui représente l�interaction de l�onde �� avec le dipôle,

s�écrit :

bHI2 = � bDe� :E�� = �
� bD+e� + bD�e�

��
E+e�e

�i�0 + E�e�e
i�0
�

=
~
��
2
je�i hgj e�i!lt +

~
�
2
jgi he�j ei!lt; (5.12)

~
� = �
�
d+e� :E+e�

�
eiklz

Il en résulte :

bHI = bHI1 + bHI2

= � bD+e�E+e�e
�i�0 � bD�e�E�e�e

i�0 � bD+e+E+e+e
�i� � bD�e+E�e+e

i� (5.13)

=
~
��
2
je�i hgj e�i!lt +

~
�
2
jgi he�j ei!lt +

~
�+
2
je+i hgj e�i!lt +

~
+
2
jgi he+j ei!lt:

L�Hamiltonien bH peut se mettre sous forme matricielle :0BBBBBB@
0 ~
�

2
ei!lt ~
+

2
ei!lt

~
��
2
e�i!lt !� 0

~
�+
2
e�i!lt 0 !+

1CCCCCCA : (5.14)

Son expression se simpli�e dans le référentiel tournant gje�i :
gje�i = ei(!lt) je�i ) je�i = e�i(!lt)gje�i: (5.15)

Dans cette nouvelle base, les éléménts diagonaux sont déterminés par l�équation

aux valeurs propres de Schrodinguer :

i~
d

dt
gje�i = i~

�
ei(!lt)

d

dt
je�i+ i (!l) e

i(!lt) je�i
�

= ~ (!� � !) ei(!t) je�i = ~ (!� � !l)gje�i: (5.16)
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L�Hamiltonien du système devient :

eH = ~

0BBBBBB@
0 
�

2

+
2


��
2

��� 0


�+
2

0 ��+

1CCCCCCA ; (5.17)

avec ~ (��) = �~ (!� � !l)

L�expression du terme de relaxation par émission spontanée, qui met en évidence

l�interaction de l�atome avec les �uctuations du champ du vide, est donnée par [64] :

�
d�

dt

�
relax

=

0BBBBBB@
���00 ��

2
�0� ��

2
�0+

��
2
��0 ����� 0

��
2
�+0 0 ���++

1CCCCCCA : (5.18)

En utilisant l�approximation adiabatique établie précédamment, on peut prendre

les solutions stationnaires des équations de Bloch d�=dt = 0 :

db�
dt
=
h eH; b�i+ db�

dt

�
relax

= 0: (5.19)

Avec la contrainte de conservation des populations :

�00 + �� � + �++ = 1: (5.20)

L�équation (5:19) est un système de neuf équations algébriques couplées. On arrive,

après calcul, aux expressions des populations �++ , �� � des deux niveaux excités :



108

�� � =
i�
2

B

A
; (5.21)

�++ =
i+
2

C

A
(5.22)

B = 4 +
1

4
(i� + i+)

2 + 2 (i� + i+) + 16
�
�2 + �+

�
�8�i+ (2�+ � ��) + 8��+i� + 64�+�

2

C = 4 +
1

4
(i� + i+)

2 + 2 (i� + i+) + 16
�
�2 + ��

�
+8�i� (2�� � �+)� 8���i+ + 64���2

A =
1

4

�
(3 + i� + i+)

3 � 3 (i� + i+ + 9)
�
+ 2i�i+

�
���+ + 18�

2
�

+4 (1 + 4��) (1 + 4�+)
�
1 + 4�2

�
+i+ (�+ � 8���) i� (�� + 8��+) +

+4i� (4�+ + 3�� + 4�+ � 8�+�� � ���+ + 4���+)

+4i+ (4�� + 3�+ + 4�� � 8���+ � ���+ + 4�+��) ;

avec i� =
I�
Isat

= 2
�

�
�

�2
: intensités des deux faisceaux laser, �0 : désaccord nu des

lasers, �� = �0 � � : désaccords e¤ectifs tels que � = klv + !Bz où klv est le terme

Doppler et !Bz le déplacement Zeeman.

En�n on peut écrire l�expression de la force de pression de radiation en utilisant

la relation de la force établie dans l�annexe B :

Fpr = ~kl� (�++ � �� � ) : (5.23)

Fpr est la force que subit chaque atome dans la mélasse en présence du champ
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magnétique. C�est une théorie à un seul atome. Dans un PMO, on doit considérer en

plus de cette force, les e¤ets collectifs qu�on ne peut pas négliger dans la con�guration

expérimentale utilisée. A�n de prendre en compte ces e¤ets, il est indispensable de

décrire le système par des équations de type Fokker-Planck.

5.4 Déscription du piège magnéto-optique et équa-

tion de Fokker-Planck

La dynamique des PMO dépend fortement des valeurs des paramètres employés :

désaccord �0; gradient de champ magnétique b et intensité des faisceaux pièges i0. Ces

valeurs font apparaitre di¤érents régimes de fonctionnement. Selon la référence [65],

on peut identi�er quatre régimes :

a) Régime optiquement dense

Ce régime est caractérisé par un nombre d�atomes très élevé. L�approximation

de faibles absorptions n�est plus valable. Dans ce cas, la description du PMO est

compliquée.

b) Régime à deux composantes

Au fur et à mesure du chargement des atomes dans le PMO, deux régions se

forment. L�une au centre, très dense, et l�autre à faible con�nement enveloppe la

région centrale. La température et la densité sont données par des mécanismes de

type Doppler.
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c) Régime de di¤usion multiple

Le nombre d�atomes n�est pas su¢ samment faible pour négliger les e¤ets collectifs,

l�e¤et d�ombre et la di¤usion multiple. Dans ce régime, la densité ne croit pas avec le

nombre d�atomes, mais c�est la taille du nuage qui augmente. Et c�est la compétition

entre l�e¤et d�ombre et la di¤usion multiple qui détermine cette taille.

d) Régime à faible nombre d�atomes

La densité est si faible que les e¤ets collectifs peuvent être négligés. La taille du

piège, dans ce cas, est déterminée par le théorème d�équipartition de l�énergie. La

densité est par conséquent proportionnelle au nombre d�atomes N.

Il est à noter que la classi�cation ci-dessus ne signi�e pas que le passage d�un

régime à l�autre se fait par une sorte de transition de phase, bien au contraire, les

intervalles des paramètres sont très souvent superposés.

5.4.1 E¤ets collectifs

E¤et du déséquilibre en intensité des faisceaux laser

Expérimentalement, le déséquilibre en intensité entre les faisceaux contrapropaga-

gents a pour origine des imperfections expérimentales. En e¤et, dans la situation où le

faisceau retour est obtenu par ré�exion du faisceau aller sur un miroir. Indépendem-

ment de la présence du piège, il y a deux raisons pour lesquelles l�onde rétro-ré�échie

soit moins intense que l�onde incidente : l�absorption par la vapeur chaude et les
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pertes sur les fenêtres d�entrée de la cellule ainsi que celles sur les éléments optiques.

Si on néglige l�absorption par ces derniers, soient la lame quart d�onde et le miroir,

on considère principalement sur un aller-retour une perte égale à 3 fois la perte sur

un élément optique. Cette perte peut généralement aller jusqu�à 15% de l�intensité

d�entrée. Par conséquent, en plus de la force Doppler sur les atomes, la force totale

doit tenir compte du déséquilibre en intensité entre les faisceaux aller et retour.

La force de déséquilibre dans le cas de faibles saturations s�écrit comme la di¤é-

rence entre les pressions de radiation des deux ondes aller et retour :

FD =
�

2
~kl

0B@
0B@ i+

1 +
�
2�+
�

�2 � i�

1 +
�
2��
�

�2
1CA
1CA ; (5.24)

où i� =
2
2�
�2

sont les intensités par unité de Isat:

Si on suppose que �+ ' �� = � , la force de déséquilibre se met sous la forme

suivante :

FD '
�

2
~kl

 
i+ � i�

1 + 4
�
�
�

�2
!
: (5.25)

E¤et d�ombre

Cet e¤et a été étudié pour la première fois dans les mélasses optiques [66]. Ses

deux principales conséquences sont : le déplacement du centre de masse du nuage et

sa compression.

Le concept à la base de l�e¤et d�ombre est très simple. Soient deux atomes a et

b soumis à un faisceau laser (�gure 5:1).
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Fig. 5.1: E¤et d�ombre : l�atome a fait ombre à l�atome b, par absorption, ce dernier
ressent une intensité du laser inféreure à l�intensité ressentie par l�atome a.

L�atome a absorbe des photons et émet spontanément d�autres photons dans des

directions aléatoires. L�atome b voit donc une intensité plus faible que l�atome a: Par

conséquent, l�atome a subit une force de pression de radiation F (a) plus grande que

l�atome b; F (a) > F (b) : On dit souvent que l�atome a fait de l�ombre à l�atome b: On

peut dire qu�il y a une force attractive entre les deux atomes, F (a; b) = F (b)�F (a).

Cette force a pour e¤et de comprimer le nuage.

Dans le cadre de l�hypothèse de faibles saturations, une première formulation de

l�e¤et d�ombre a été faite sur des atomes à deux niveaux [49, 67]. On tient compte

de l�e¤et d�ombre dans les équations en exprimant localement les population en z et

en v. E¤ectivement, l�absorption locale crée un gradient local d�intensité qui est, lui

même, à l�origine de l�e¤et d�ombre.

La force magnéto-optique totale et qui tient compte de l�e¤et d�ombre est la ré-

sultante des forces de pression de radiation de chacune des ondes laser agissant sur
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un atome en z et ayant une vitesse v:

Fmo (z; v) = ~kl� (�++ (z; v)� ��� (z; v)) ; (5.26)

où �++ (z; v) et ��� (z; v) sont les populations stationnaires des deux sous-niveaux

excités, elles sont des fonctions des intensités i� des deux faisceaux laser et des désac-

cords e¤ectifs ��.

Di¤usion multiple

L�e¤et de la di¤usion multiple apparait quand la densité du nuage est su¢ samment

élevée pour que la probabilité qu�un atome réabsorbe un photon émis par un autre

atome devienne signi�cative. Ce phénomène est aussi appelé e¤et d�emprisonnement

de radiation. Il a été pris en compte pour la première fois par C. Wieman et al. [68]. La

di¤usion multiple est à l�origine des forces répulsives de longue portée qui expliquent

réellement la taille observée expérimentalement des pièges magnéto-optiques.

La �gure 5:2 schématise ce processus de répulsion. L�atome a di¤use des photons

du laser, et l�atome b peut absorber des photons émis par l�atome a: Si tel est le

cas, l�atome b recule par rapport à l�atome a lorsqu�il absorbe le photon di¤usé. Et

sa quantité de mouvement change de ~kl: On adopte, pour le calcul de la force de

di¤usion multiple, la démarche de Sesko mais pour un piège unidimensionnel.

Considérons un plan in�ni d�épaisseur dz0 perpendiculaire à l�axe des z: Un atome

b à la position z sur cet axe (�!r (0; 0; z)) subit une force d�!F dm de di¤usion multiple

d�un ensemble d�atomes �dV (dV = dz0r0dr0d�dv0) en
�!
r0 (r0; �0; z0) :
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Fig. 5.2: Di¤usion multiple
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d
�!
F dm =

�dm

4�
����!r ��!r0 ���2~kl��e�dV �!er ; (5.27)

avec �!er =
�!r �

�!
r0����!r ��!r0 ��� ; �dm la section e¢ cace de di¤usion multiple1 et �e la population

du niveau excité et dV l�élément de volume dans l�espace des phase.

Après intégration et utilisation des éléments de symétrie, la force de di¤usion

multiple s�écrit :

Fdm (z; v; t) =
~�kl
2

+1Z
�1

dz0
Z +1

0

dv0�e (z
0; v0)�dm� (z

0; v0; t) "(z � z0); (5.28)

où " est la fonction signe.

5.4.2 Equation de Fokker-Planck

Historiquement, l�équation Fokker Planck a été utilisée pour la première fois par

Fokker [69] et Planck [70] pour décrire le mouvement Brownien. Cette équation est

largement utilisée dans plusieurs applications, comme par exemple dans la déscription

des propriétés statistiques des lasers ou encore le mouvement Brownien dans des

potentiels périodiques tels que le pendule, le conducteur superionique, la rotation

de dipôles dans un champ constant et la jonction de Josephson. On commence par

rappeler l�essentiel de la théorie du mouvement Brownien.

1Cette section e¢ cace dépend d�une manière générale des positions, des vitesses des atomes
émetteurs et absorbants. De plus, on ne considère que la réabsorption des photons émis une seule
fois.
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La théorie du mouvement Brownien a permis de décrire l�évolution temporelle de

la fonction de distribution des vitesses atomiques. Dans ce cas, la seule variable à

considérer est la coordonnée de vitesse.

Une particule de masse m et de vitesse v immergée dans un �uide subit une force

de friction de la forme Ffriction = ��v: En l�absence de force additionnelle l�équation

de mouvement de la particule s�écrit sous la forme :

m
�
v + �v = 0: (5.29)

La solution de cette équation di¤érentielle est : v(t) = v(0)e�t=� , avec � = m
�
le temps

de relaxation de la variable vitesse: Selon cette solution, la vitesse de la particule est

communiquée aux molécules du �uide et décroit jusqu�à s�annuler. En fait, l�équation

(5:29) n�est valable que si la masse est assez grande pour négliger la vitesse due aux

�uctuations thermiques. D�après le théorème d�équipartition de l�énergie : 1
2
m hvi2 =

1
2
kBT; où kB est la consante de Boltzman et T la température du �uide. L�équation

(5:29) doit donc être modi�ée a�n de tenir compte de l�énergie thermique. La prise en

compte de la force �uctuante de Langevin Ffluct dans l�équation (5:29) comble cette

lacune. L�équation de mouvement devient :

m
�
v + �v = Ffluct: (5.30)

C�est une équation di¤érentielle stochastique. La force Ffluct est caractérisée par une

moyenne temporelle nulle hFflucti = 0 et une fonction de corrélation hFfluct(t)Ffluct(t0)i =

2 �
m
kBT �(t�t0) = 2Dv�(t�t0): Dv est le coe¢ cient de di¤usion en vitesse et les temps
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t et t0 sont tels que jt0 � tj = � 0 (� 0 est appelé temps de correlation, cela peut être la

durée typique d�une collision).

Dans le cadre du refoidissement radiatif où la force agissant sur l�atome ne dépend

pas de la position et pour un atome ayant une vitesse vz le long de l�axe oz; on peut

écrire la même équation de Langevin puisque la force Doppler est une force de friction

qui se met sous la forme ��v: Dans ce cas, � 0 = ��1 est le temps d�un cycle de

�uoréscence, celui-ci est, selon la séparation des échelles établie plus haut, nettement

plus court que � le temps de relaxation de la vitesse.

On décrit maintenant notre système physique avec la densité de probabilité � qui

est aussi la fonction de distribution du système2. La probabilité de trouver la vitesse

entre les valeurs v et v+ dv; sachant que la vitesse est une variable continue, est �dv:

L�équation Fokker Planck dans sa forme la plus simple s�écrit [71] :

@�

@t
=
@ (��)

@v
+

@2

@v2
(Dv�) : (5.31)

La solution stationnaire de (5:31) est une Gaussienne dont la largeur à mi-hauteur

dé�nit bien la température du milieu :

�stat (v) = cte exp(� mv2

2kBT
) = cte exp(� �v

2

2Dv

): (5.32)

La description de la dynamique des atomes dans un piège magnéto-optique né-

cessite de prendre en compte en plus des vitesses leurs positions respectives. On
2Le traitement stochastique utilisant l�équation Fokker-Planck est équivalent à celui des équations

de Langevin en faisant un choix des forces �uctuantes. La dérivation de l�équation Fokker-Planck à
partir des équations de Langevin a été détaillée dans [71].
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s�intéresse donc à une description locale en vitesse et en position de l�état atomique.

Dans un PMO, les atomes sont soumis à un puit de potentiel optique.

La fonction de distribution du système dans l�espace des phases véri�e l�équation

Fokker-Planck :

d

dt
� =

@�

@t
+ v

@�

@z
+
@
�
F
m
�
�

@v
= ��

�
+ �+

@2

@v2
(Dv�) ; (5.33)

où le terme source � exprime l�apport des atomes dans le piège, � la durée de vie du

piège et F la force totale. Cette dernière comprend les deux e¤ets collectifs, l�e¤et

d�ombre et celui de la di¤usion multiple.

Dans notre étude, on procède à quelques approximations simpli�catrices. On sup-

pose, en premier lieu, que la distribution transverse des vitesses est une distribution

de Dirac en v? = 0: En conséquence, la température qu�on évoquera plus loin corres-

pondra à la température sur l�axe z:

On considère, en second lieu, une invariance par translation dans le plan trans-

verse, par conséquent � ne dépendra que de la coordonnée z de l�axe des bobines. Le

nombre d�atomes se déduit par intégration sur les trois coordonnées de l�espace et sur

la vitesse v de l�axe z, la dimension de � est en L�3v�1: Finalement, on dé�nit, une

densité qui dépend d�une coordonnée spatiale z et d�une coordonnée de vitesse v.

Les termes source, relaxation et de di¤usion

Le terme relaxation � �
�
tient compte de la perte des atomes du piège sous l�e¤et

des collisions avec les atomes chauds (atomes non piégés) de la cellule.



119

L�écriture du terme source d�atomes dans le PMO � (z; v) dépend du modèle

de remplissage adopté. Si nous poursuivons la démarche décrite dans [67], les atomes

capturés entre les instants t et t+dt sont ceux qui sont entrés dans la région délimitée

par les faisceaux laser (zone de capture) et ayant des vitesses inférieures à la vitesse

de capture vc: � (z; v) peut être approchée par l�expression :

� (z; v) = �
nchaud
vc

�
vc

uchaud

�3
; (5.34)

nchaud étant la densité d�atomes chauds et uchaud la vitesse quadratique moyenne des

atomes chauds.

Pour un nuage d�atomes, on a : nchaud � 107at=cm3 , vc
uchaud

� 10�2; � � 105

vc
et

� � 1012m�4:

Le terme @2

@v2
(Dv�) décrit la di¤usion en vitesses. Il permet de déterminer la dis-

tribution des vitesses dans le piège et par conséquence la température. Pour évaluer

le coe¢ cient Dv, on ne considère que la di¤usion liée à l�émission spontanée. Cette

contribution est donnée par l�expression [64] :

Dv(z; v) =
1

2

�
}kl
m

�2
�eff =

1

2

�
}kl
m

�2
� (�++ (z; v) + ��� (z; v)) : (5.35)
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5.4.3 Equations des intensités

L�intensité de chacun des faisceaux décroit avec l�absorption des photons par la

vapeur atomique. Sachant que ���� est le nombre de photons polarisés respective-

ment �� absorbés par unité de temps, les intensités des laser peuvent être déduites

par intégration à partir des équations de propagations suivantes :

d1
@i1
@t
+
@i1
@z

=
}!l�
Isat

Z vmax

�vmax
dv���� (z; v) ;

d2
@i2
@t
+
@i2
@z

= �}!l�
Isat

Z vmax

�vmax
dv��++ (z; v) : (5.36)

L�évolution des intensités des lasers est plus rapide que l�évolution des variables

atomiques. Ceci signi�e qu�on pourrait prendre nulle la dérivée par rapport au temps

des intensités: Les expressions de �++ (z; v) et ��� (z; v) sont données par les équa-

tions (5:21) et (5:22). Finalement, le système d�équations (5:36) devient:

di1
dz

=
}!l�
Isat

Z vmax

�vmax
dv���� (z; v) ;

di2
dz

= �}!l�
Isat

Z vmax

�vmax
dv��++ (z; v) : (5.37)

Les équations (5:37) seront couplées à l�équation de Fokker Planck (5:33) a�n de

constituer notre modèle de piège. Celui-ci sera exploité pour étudier les e¤ets de la

saturation et de la di¤usion multiple sur le refroidissement et le piégeage des atomes.

Le modèle présenté plus haut est un modèle local de piège magnéto-optique. Il

permet de décrire l�évolution d�un atome de transition J = 0! J = 1 dans un piège

où les faisceaux pouvant être soit rétro-ré�échis soit indépendants. L�écriture locale
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en vitesse et en position de la force agissant sur ce type d�atomes nous permet de

décrire localement le PMO dans le cadre du refroidissement Doppler.

On se propose dans ce qui suit d�étudier l�e¤et de la saturation et celui de la

di¤usion multiple sur le refroidissement et le piégeage des atomes. En premier lieu,

l�étude sera faite en négligeant la contribution de la force due à la di¤usion multiple.

En deuxième lieu, elle est consacrée à l�e¤et de la di¤usion multiple sur la taille du

piège ainsi que la densité atomique.

5.5 Résultats des simulations et discussions

L�espace des phases est délimité par le waist des faisceaux transverses w et la

vitesse maximale capurée vc = �0
kl
. Chaque point de cet espace est repéré par deux

coordonnées la position z de l�atome et sa vitesse v sur l�axe des bobines:

5.5.1 E¤ets de la saturation

Dans le calcul de la force magnéto-optique, certaines approximations sont indis-

pensables : la première consiste à considérer un modèle d�atomes à deux niveaux et

la deuxième à considérer une faible saturation i0 << 1. Le calcul se simpli�e nota-

blement, les coe¢ cients de friction et de rappel se déduisent facilement [60, 72]. Dans

notre contexte, la transition atomique est saturée et la détermination de la contri-

bution de chacune des ondes à la force totale doit être connue exactement. C�est la
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Fig. 5.3: Population du niveau excité "+" en fonction de la vitesse de l�atome pour
di¤érentes valeurs de l�intensité des lasers.

raison pour laquelle nous avons calculé exactement les populations des niveaux sans

passer par ces deux approximations.

E¤et de la saturation sur la largeur des niveaux excités

A�n d�évaluer l�e¤et de la saturation sur l�élargissement des niveaux excités, on

trace la force de pression de radiation en fonction de la vitesse v des atomes pour

plusieurs valeurs de l�intensité i0 au centre du piège z = 0 et on la compare à la force

Doppler exercée sur des atomes à deux niveaux à faibles saturations.

En remplaçant l�intensité i� des deux ondes laser contra-propageantes par 2

2�
�2
;



123

l�expression (5:24) peut être réécrite sous la forme :

F =
a0
2

 

2+

2((�0 � klv)2 +
�2

4
)
�


2�

2((�0 + klv)2 +
�2

4
)

!
; (5.38)

où les deux lorentziennes de demi-largeur �
2
correspondent aux termes de forces

dues aux deux ondes laser de la mélasse et �
2
coincide avec la largeur du niveau

excité.

En augmentant l�intensité des lasers, les lorentziennes deviennent de plus en plus

larges. La largeur des niveaux peut être calculée à partir des largeurs des lorent-

ziennes, chacune d�elles corréspond à une des populations du niveau excité. La �gure

5:3 représente la population �+ = �++ du niveau je+i pour di¤érentes valeurs de

l�intensité i0: La lorentzienne a bien une largeur �0 qui augmente avec l�intensité. A

partir de cette �gure, on relève la largeur de chacune des lorentziennes. La �gure 5:4

représente cette largeur en fonction de l�intensité i0:

L�e¤et de la saturation sur la largeur des niveaux excités peut être illustré directe-

ment en analysant la �gure de la force subie par les atomes en fonction de la vitesse.

A faibles intensités la force ressentie par les atomes au centre est composée de deux

lorenziennes centrées en v = � �0
2kl
et de largeur �; la largeur naturelle des niveaux

excités. Avec les paramètres suivants �0 = �1:5; B = 10 G/cm et i0 = 0:3 Isat; on ob-

tient la courbe en pointillets de la �gure 5:5. Sur la même �gure, en trait plein, l�allure

de la force à haute saturation i0 = 10 Isat dévoile un élargissement des lorentziennes

d�une part et d�autre part un décalage supplémentaire de celles-ci.
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Fig. 5.4: Largeur du niveau excité en fonction de l�intensité.
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Fig. 5.5: Accélération des atomes au centre z = 0 en fonction de la vitesse. La courbe
en train continu représente la solution donnée par notre modèle à forte saturation,
tandis qu�en trait discontinu, on représente la solution à faibles saturations pour des
atomes à deux niveaux.
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E¤et de la saturation sur la température et sur la densité d�atomes

Avant de discuter les e¤ets de la saturation sur le refroidissement et sur le pié-

geage, rappellons la dé�nition adoptée de la température. En physique statistique, le

théorème de l�équipartition de l�énergie relie l�énergie cinétique moyenne d�un atome

à la température. L�énergie thermique moyenne par degré de liberté est égale à 1
2
kBT

d�où 1
2
mu2 = 3

2
kBT avec u la vitesse quadratique moyenne des atomes du gaz. La

température d�un gaz d�atomes est donc dé�nie à partir de la largeur à mi-hauteur

de la distribution des vitesses des atomes de la vapeur. La température T correspond

donc à la température unidimensionnelle reliée à la vitesse quadratique moyenne par

kBT
m
= u2; où u est la demi-largeur à mi-hauteur de la distribution des vitesses des

atomes.

Pour illuster l�e¤et de la saturation sur le refroidissement, nous avons étudié la

température calculée par le modèle proposé et on l�a comparé à celle obtenue expé-

rimentalement dans une mélasse 1D [73]. En utilisant la théorie Doppler, on a tenté

d�expliquer les comportements observés. On se propose de comparer nos résultats

établis sur des transitions J = 0! J = 1 où les trois niveaux des atomes sont dûs à

la présence du champ magnétique à ceux obtenus dans [74] où les auteurs ont utilisé

des atomes à deux niveaux puisque la dégénéréscence Zeeman n�est pas considérée.

Les simulations sont faites sur l�atome de sodium avec les valeurs de paramètres

suivantes : le désaccord �0 = �2:1� et le gradient de champ magnétique b = 10 G=cm.

La �gure 5.6.b représente la température T donnée par ce modèle en fonction de
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l�intensité i0: On observe bien un e¤et de chau¤age dû à la saturation, puisque à

partir de i0 = 6 mW=cm2, T augmente signi�cativement. Ce même phénomène a déja

été observé par ailleurs [75, 76]. Il est même visible sur la �gure 5.6.a à faibles valeurs

de l�intensité.

Il est vrai que les résultats du modèle (en cercles pleins) approchent mieux les va-

leurs expérimentales que la courbe théorique obtenue avec l�approximation de faibles

saturations (en trait plein). Néanmoins, la pente de la courbe expérimentale ne peut

être retrouvée, puisque notre modèle prédit une température constante à faibles va-

leurs de i0 au lieu d�une évolution quasi-linéaire. Cela semble évident, car dans ce

modèle nous avons négligé les e¤ets sub-Doppler qui se manifestent considérablement

dans le régime de faibles saturations.

Par ailleurs, pour montrer l�e¤et de la saturation sur le piégeage des atomes, on

a calculé les solutions stationnaires de la densité spatiale pour di¤érentes valeurs de

i0 (�gure 5:7). Celle-ci est déduite par intégration de la densité �(z; v) sur la vitesse v:

A partir de ces solutions, on déduit à la fois la taille du piège et la densité maximale

atteinte à di¤érentes valeurs de l�intensité. Les résultats sont rassemblés sur la �gure

5.8. On note que la taille du PMO se réduit avec l�augmentation de l�intensité jusqu�à

i0 = 2 Isat; elle prend une allure constante puis augmente à très fortes saturations.

En revanche, nous remarquons que la densité maximale augmente puis se stabilise

ensuite diminue quand i0 � 4 Isat:
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Fig. 5.6: Température du piège en fonction de l�intensité i0: (a) Donnée par le pré-
sent modèle à faibles intensités, les points expérimentaux ainsi que la courbe prédite
théoriquement. (b) Donnée par le présent modèle à fortes intensités.
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Fig. 5.7: Densité spatiale d�atomes piégés pour di¤érentes valeurs de l�intensité.
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Fig. 5.8: Densité spatiale maximale des atomes et taille du piège en fonction de
l�intensité i0:
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Fig. 5.9: Température en fonction du désaccord : la courbe théorique en trait plein,
les points expérimentaux sont obtenus par B. Philips [31].

5.5.2 Etude en fonction du désaccord

La théorie du refroidissement Doppler prédit une température minimale égale à

Tmin =
~�
2kB

[77], soit une valeur Tmin = 146 �K pour le rubidium et 240 �K pour le

sodium.

En 1988, B. Philips et son équipe ont e¤ectué une série de mesures de température

sur des atomes de sodium refroidis dans une mélasse optique. Alors qu�ils s�attendaient

à trouver des températures compatibles avec la limite de refroidissement Doppler, ils

ont mesuré des températures beaucoup plus basses que Tmin = 240 �K [31]: De plus,

sa variation en fonction du désaccord ne correspondait plus avec ce qu�on attendait,
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T diminuait quand j�0j augmentait au dela de plusieurs �; alors que Tmin est attendue

pour �0 = ��
2
(�gure 5.9 ).

Le mécanisme à l�origine de ces résultats a été baptisé refroidissement sisyphe. Il

concerne des atomes dont le niveau fondamental est dégénéré, c�est à dire de moment

cinétique Jg non nul. Notons que ce type de refroidissement n�est pas le seul mécanisme

conduisant à des températures sub-Doppler, une série d�articles a été publiée à la

�n des années 90 où l�on a présenté et comparé ces di¤érents mécanismes [19, 78].

Cependant, les températures prédites dans ces modèles n�ont jamais été mesurées ; au

lieu de T = 200 nK; la plus basse température atteinte jusque là sur le césium est de

Tmin = (2:5� 0:6) �K [79].

On note, par ailleurs, que ces mécanismes sont plus e¢ caces à faible saturation,

ainsi les atomes restent le maximum de temps dans l�état fondamental qui est dé-

généré, condition nécessaire à l�origine de ce type de refroidissement. Au contraire,

dans notre modèle, on ignore ce mécanisme et on se met dans une situation où le

niveau fondamental est non dégénéré (Jg = 0): On souhaite, par cela, retrouver l�e¤et

du chau¤age par la saturation évoqué plus haut et comparer le résultat des simula-

tions dans la limite des faibles saturations avec la courbe théorique de la température

établie dans le cadre du seul mécanisme de refroidissement Doppler.

L�allure générale de la température Doppler en fonction du désaccord �0 est re-

présentée sur la �gure 5.9. Elle présente une valeur minimale T (��
2
) = 240 �K;

elle augmente brutalement en se rapprochant de la résonance i.e. �0 �! 0, et croit
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progréssivement aux désaccords ��0 > �
2
:

Ce modèle reproduit cette allure aussi bien à faibles intensités i0 � Isat qu�à

fortes intensités des lasers i0 � Isat: Sur la �gure 5.10 sont comparées la température

obtenue par ce modèle dans les deux régimes de fonctionnement du piège et celle

prédite par le même modèle Doppler à faibles saturations. La courbe en triangles

pleins est obtenue pour une intensité i0 = 5 Isat dans chacun des faisceaux. On

constate, qu�en diminuant l�intensité jusqu�à i0 = 0:3 Isat; la température calculée

par le modèle (triangles vides) coïncide avec la courbe théorique prévue (en trait

plein). Les résultats sont obtenus sur l�atome de césium, et la température minimale

est bien égale à 125 �K: Cependant, à fortes saturations, tout en ayant le même

comportement, la température en fonction du désaccord représente un minimum à

une valeur bien supérieure (en valeur absolue) à �
2
soit �0 = �1:6 �; et la température

minimale correspondante est égale à trois fois la valeur obtenue à faibles valeurs de

i0:

Il est bien connu que lorsqu�on s�approche de la résonance, c�est à dire �0 ! 0;

le comportement du piège devient instable. Il convient, pour avoir un piège stable de

travailler à des désaccords proches de �3 �: L�allure générale de la densité spatiale

est une gaussienne. Sur la �gure 5:11 représentant la densité spatiale (pour 4 valeurs

du désaccord), la gaussienne est d�autant plus étroite3 que l�on se rapproche de la ré-

sonance atomique. Cependant, la densité maximale a le comportement opposé. Cette

3Puisque la largeur de la gaussienne est reliée à la taille du PMO.
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Fig. 5.10: Température d�équilibre en fonction du désaccord �0 des lasers par rapport
à la transition atomique.

dernière augmente quand le désaccord diminue en valeur absolue. Les simulations

sont faites pour plusieurs valeurs du désaccord �0; allant de -3 � à -1.5 �:

En dé�nitif, on peut schématiser ces comportements opposés respectivement de

la densité spatiale et de la taille du piège sur la �gure 5.12. Chacune des deux gran-

deurs est déterminée en faisant un �t gaussien soit de la forme K1 exp(�( z�K3

K4
)2 où

K4 correspond au diamètre du piège, K1 à la densité maximale atteinte et K3 ' 0 à

la position du centre.

5.5.3 E¤et de la di¤usion multiple

L�e¤et de la di¤usion multiple sur la taille du piège a été étudié pour la première

fois par l�équipe de Wieman pour un piège sphérique [49]. Il a ensuite été repris par
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Fig. 5.11: Densité spatiale pour quatre valeurs du désaccord.
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Fig. 5.12: Diamètre du piège et densité maximale atteinte en fonction du désaccord
�0:
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d�autres équipes [65, 67, 80].

Rappellons que le phénomène de di¤usion multiple prend naissance avec la réab-

sorption par un atome des photons émis par d�autres atomes. C�est une interaction

répulsive de longue portée. Elle a pour conséquence de limiter la contraction du piège

sous l�e¤et de la seule force de piégeage. Il est alors indispensable de tenir compte de

cet e¤et pour une mesure précise de la taille d�un piège ainsi que de sa densité. On se

propose de faire une étude de la densité spatiale pour di¤érentes valeurs de la section

e¢ cace � de réabsorption des photons de �uorescence et de montrer qu�e¤ectivement

la taille augmente avec la valeur de �:

Sans la di¤usion multiple, l�allure de la force en fonction de la position est toujours

linéaire, c�est aussi le cas en fonction de la vitesse v. La mesure de la pente détermine

respectivement le coe¢ cient de rappel et le coe¢ cient de friction. La di¤usion multiple

change l�allure spatiale de la force, puisque elle tend à contrebalancer le terme de

contraction. On compare les deux cas, avec ou sans la di¤usion multiple. Sur la �gure

5.13, est représentée la force de rappel, quant à la densité atomique, elle est représentée

sur la �gure 5.14. L�e¤et de la di¤usion multiple apparait clairement : la force s�annulle

sur toute la zone de piégeage. On peut d�ailleurs estimer la taille du piège directement

sur le pro�l de la force.

Des simulations sont faites en fonction de la section e¢ cace �; la �gure 5.15

représente la densité spatiale d�atomes pour di¤érentes valeurs de �. On remarque

e¤ectivement que la taille augmente et l�amplitude diminue avec �: Pour � = 0; le
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Fig. 5.13: Accélération des atomes de vitesse nulle en fonction de z: En triangle, on
inclue la di¤usion multiple et en cercle celle-ci est négligée.

pro�l de la densité est gaussien. Lorsque � augmente; l�allure reste gaussienne avec

une largeur de plus en plus grande. A partir de � = 1:4�10�10 cm2; l�allure se déforme

et prend un caractère instable. Le diamètre du piège est de 850 �m pour � = 2�10�11

cm2.

5.5.4 E¤et de la disposition des faisceaux

Jusque là, les faisceaux de la mélasse sont indépendants, la géomètrie utilisée

est symétrique. Dans une géomètrie asymétrique, le faisceau retour est obtenu par

ré�exion par un miroir. Cette dernière disposition est de loin la plus utilisée expéri-
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Fig. 5.14: Densité spatiale d�atomes en présence et en absence de la di¤usion multiple.
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Fig. 5.15: Densité spatiale d�atomes piégés pour di¤érentes valeurs de la section
e¢ cace de di¤usion multiple.
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Fig. 5.16: Densité spatiale d�atomes pour trois valeurs du coé¢ cient de pertes � =
0; 10; et 14% aux niveau des dioptres:

mentalement. Il en résulte un déplacement du centre de masse du piège par rapport

au zéro du champ magnétique. A trois dimensions, le centre de masse du piège suit

la bisséctrice des trois faisceaux, comme le montre la �gure 4:16. Le même e¤et a

été reporté dans la littérature [48]. On l�explique par la di¤érence en intensité des

faisceaux aller et retour.

Dans un premier temps, les simulations sont faites sans la prise en compte des

pertes sur les dioptres. La courbe de la densité spatiale est représentée sur la �gure
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5.16, (courbe en cercle). Ce qui illustre le fait que le centre du piège coincide bien

avec le zéro du champ magnétique.

Considérons l�e¤et des pertes sur les dioptres. On dé�nit pour cela le coe¢ cient

� caractérisant ces pertes. Les deux autres courbes de la �gure 5:16 correspondant

aux deux valeurs de �=0.1 et � = 0:14 sont obtenues pour les mêmes valeurs de

paramètres du désaccord, du champs magnétique et de l�intensité. Le résultat est que

le piège est décalé du zéro du champ magnétique. Cependant, la température reste

sensiblement la même dans les di¤érents cas de �gures.

5.6 Conclusion

Dans cette partie, nous nous sommes intéressé à la modélisation d�un Piège Magnéto-

Optique (PMO). Nous avons développé dans l�espace des phases un modèle théorique

unidimensionnel de Piège Magnéto-Optique qui reproduit les e¤ets de saturation et

de di¤usion multiple sur le refroidissement et le piégeage des atomes.

Les populations atomiques staionnaires sont calculées à partir de l�équation du

pompage optique en tenant compte du terme de relaxation par émission spontanée

en fonction des paramètres du piégeage.

La simulation est e¤ectuée en utilisant l�équation de Fokker-Planck en prenant en

considération l�e¤et d�ombre et la di¤usion multiple des photons de �uorescence du

nuage d�atomes. Ceci est indispensable pour reproduire correctement la taille mesurée

expérimentalement du piège. Cette dernière est une conséquence directe de la compé-
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tition des deux e¤ets. Ainsi, la taille augmente avec la section e¢ cace de la di¤usion

multiple.

Les résultats numériques du modèle sont en accord avec ceux obtenus par l�expé-

rience pour un élément alcalin (Na). Dans la limite de faible saturation, la température

prévue par le modèle est plus proche de la température expérimentalement mesurée

que celle de la courbe théorique.
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Conclusion générale

Dans la première partie de la thèse, nous avons étudié les taux d�atténuation

fermioniques dans le cadre de l�électrodynamique quantique à température �nie en

utilisant le programme de resomme HTL. Notre motivation principale était de voir si

des divergences infrarouges émergeraient pour ces taux d�atténuation comme c�est le

cas pour les théories non-abéliennes [54, 17].

Nous avons déterminé les expressions analytiques de ces taux jusqu�à l�ordre deux

suivant le moment externe du fermion. Nous avons ensuite e¤ectuer le calcul numé-

rique des trois coe¢ cients de ce développement. Les ordre zéro et un sont �nis mais

des divergences infrarouges logarithmiques apparaissent à l�ordre deux du moment

externe p du fermion.

Comment peut-on comprendre ces divergences ? Sont-elles vraiment physiques ou

sont seulement dues à la méthode de calcul utilisée ? En e¤et, notre méthode de calcul

est fondée sur une expansion suivant les puissances du moment des fermions de la

self énergie fermionique. Cette expansion est faite tôt dans le calcul, avant même la

somme sur la fréquence de Matsubara. Pour voir vraiment si notre méthode de calcul

est seule responsable des divergences infrarouges, il faut pouvoir faire le même calcul

d�une façon qui éviterait cette expansion et de déterminer si le résultat présente des

divergences. Malheureusement, les expressions sont tellement compliquées qu�il est

di¢ cile de concevoir une autre façon pratique de calculer. Néanmoins, des calculs

menés dans le cadre d�une théorie plus simple, l�électrodynamique quantique scalaire
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(SQED) [81] révèlent des divergences infrarouges. Un tel résultat est encourageant

dans le sens où il permet de penser que ces divergences ne sont pas complétement

dues à notre méthode de calcul.

Ces divergences infrarouges rencontrées en QCD persistent bien en QED. Cela

nous laisse penser que la présence des divergences est une indication que la resomme

HTL n�est pas complète. En d�autres termes, il existerait certains e¤ets physiques

importants non-incorporés dans l�approximation HTL.

La deuxième partie de la thèse a été consacrée au refroidissement des atomes par

laser. Dans la partie expérimentale, nous avons présenté les di¤érentes facettes de la

réalisation expérimentale d�un Piège Magnéto-Optique (PMO). Nous nous sommes

intéréssés à la technique de l�injection des esclaves pour pouvoir piéger e¢ cacement

les atomes. Cette technique nous a permis d�avoir des faisceaux de fréquence stabilisée

au voisinage de la transition de refroidissement et de puissance su¢ sante assurant un

ralentissement e¢ cace des atomes.

Dans la partie modélisation, le travail e¤ectué est la conception d�un modèle local

unidimensionnel de PMO. Celui-ci permet de décrire l�évolution d�un atome dans

la transition atomique J = 0 ! J = 1 dans un PMO où les faisecaux sont soit

rétro-ré�échis soit indépendants. Notre modèle devrait nous permettre, à l�avenir,

d�étudier localement les instabilités dans les pièges magnéto-optiques à faisceaux laser

indépendants.

Ce modèle constitue une nette amélioration par rapport à celui présenté dans la
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référence [46] où les instabilités ont été considérées de façon globale. Premièrement,

dans cette dernière, l�e¤et d�ombre est étudié globalement, car la force totale est cal-

culée à partir des intensités aux bords du piège. Deuxièmement, la di¤usion multiple

qui est indispensable pour une description locale du PMO, n�est pas prise en compte.

Notre modèle qui tient compte localement des deux e¤ets, a par ailleurs été exploité

pour rendre compte de certains e¤ets expérimentalement observés dans les PMO :

l�élargissement des niveaux excités dû à la saturation, le chau¤age induit par la sa-

turation, l�e¤et de la di¤usion multiple sur la taille observée des PMO et en�n l�e¤et

des pertes en intensité au niveaux des dioptres sur le déplacement du centre du piège.
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Annexe A

Comment déterminer les Hard

Thermal Loops (HTL) ?

Dans cette annexe, nous fournissons plus de détails quant à la détermination des

di¤érentes HTL.

L�approximation HTL consiste à négliger tous les moments externes soft devant les

moments internes hard de la boucle. En particulier, nous faisons les approximations

suivantes :

ip0 �
�
k +

����!p ��!k ���� ' �2k ; ip0 � �k � ����!p ��!k ���� ' ip0 � p cos �: (A.1)

où � est l�angle entre �!p et �!k : Quant aux fonctions de distribution de Bose-Einstein
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et de Fermi-Dirac, nous avons :

n (k) + en�����!p ��!k ���� ' n (k) + en (k) ;
en (k) + en�����!p ��!k ���� ' 2en (k) ; (A.2)

en (k)� en�����!p ��!k ���� ' �p cos �
T

en (k) (1� en (k)) :

A.1 Sommation sur les fréquences de Matsubara

La sommation sur les fréquences de Matsubara doit être e¤ectuée avant le calcul

des di¤érentes intégrales. Donnons ici quelques exemples sur la manière dont sont

e¤ectuées ces sommations. Soit un terme faisant intervenir deux propagateurs boso-

niques :

In = T
X
k0

kn0�s1 (ik0; k)�s2 (ip0 � ik0; q) ; (A.3)

où s1;2 = �; et �s (ik0; k) est dé�ni à partir de (1:16) par :

�(ik0; k) =
X
s=�1

�s (ik0; k) =
X
s=�1

� s

2k

1

ik0 � sk
; (A.4)

discutons d�abord le cas n = 0: La sommation sur k0 est faite à l�aide de la relation

(2:34) ; l�intégration sur les arguments temps réduit I0 à :

I0 = �
s1s2
2k2q

1 + f (s1k) + f (s2q)

ip0 � s1k � s2q
; (A.5)

avec f (k) = n (k) et f (�k) = �n (k)� 1:

Le cas n = 1 se traite de la manière suivante. En dérivant la fonction délta de
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l�équation (2:34) ; nous obtenons :

T
X
k0

ik0e
ik0(��� 0) = @�� (� � � 0) ; (A.6)

nous avons alors :

I1 =
is2
4q

1 + f (s1k) + f (s2q)

ip0 � s1k � s2q
; (A.7)

soit alors ik0 � s1k; et donc I1 = � ik
s1
I0: Par recurrence, on montre que :

In =

�
�ik
s1

�n
I0: (A.8)

Les autres contextes fermion-boson et fermion-anti-fermion se déduisent directement

en substituant f (sik) par � ef (sik) avec ef (k) = en (k) et ef (�k) = en (k) � 1: Nous
avons la dé�nition :

Jn = T
X
k0

kn0�s1 (ik0; k) e�s2 (ip0 � ik0; q) ; (A.9)

e�s2 (ik0; k) est dé�ni à partir de (1:14) par :

e�(ik0; k) = X
s=�1

e�s (ik0; k) =
X
s=�1

� s

2k

1

ik0 � sk
: (A.10)

Nous obtenons :

J0 = �
s1s2
2k2q

1 + f (s1k)� ef (s2q)
ip0 � s1k � s2q

; Jn =
�
�ik
s

�n
J0; (A.11)

pour le contexte fermion-anti-fermion, nous avons la dé�nition :

Tn = T
X
k0

kn0
e�s1 (ik0; k) e�s2 (ip0 � ik0; q) ; (A.12)

ainsi :

T0 = �
s1s2
2k2q

1� ef (s1k)� ef (s2q)
ip0 � s1k � s2q

; Tn =
�
�ik
s

�n
T0: (A.13)
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A.2 Intégration

Examinons de près les types d�intégrales rencontrées dans le chapitre 1; et voyons

comment extraire les HTL associées.

A.2.1 Les self-énergies

De l�expression (1:24) de la self-énergie fermionique, nous voyons qu�il est néces-

saire de savoir évaluer des intégrales du type �� :

�� = e2
Z
hard

d4K

(2�)4
K��(K)e�(P �K); (A.14)

avec
R
hard

d4K
(2�)4

= T
X
k0

d3k
(2�)3

:

En utilisant (A:11) ; nous obtenons le résultat suivant pour �0 :

�0 (p) = ie2
Z

d3k

(2�)3
1

4q

�
(1 + n (k)� en (q))� 1

ip0 � k � q
+

1

ip0 + k + q

�
� (n (k) + en (q))� 1

ip0 � k + q
+

1

ip0 + k � q

��
: (A.15)

Pour les autres composantes; nous avons :

�i (p) = �e2
Z

d3k

(2�)3
ki
2k2q

�
(1 + n (k)� en (q))� 1

ip0 � k � q
� 1

ip0 + k + q

�
+ (n (k) + en (q))� 1

ip0 + k � q
� 1

ip0 � k + q

��
: (A.16)

Les HTL correspondantes sont déterminées en utilisant les approximations (A:1) et

(A:2) et la relation suivante :

1Z
0

dkkn(k) = 2

1Z
0

dkken(k) = �2T 2

6
: (A.17)
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Nous avons le résultat suivant :

�� (p) = �2 (0h0 + ihi) ; (A.18)

avec

h0 (p) = �
m2
f

2

Z
d


4�

i

P:K
; hi (p) = �

m2
f

2

Z
d


4�

bki
P:K

: (A.19)

Les intégrales angulaires se calculent sans di¢ culté. La HTL totale est donc :

��(P ) =
m2
f

p
Q0

�
ip0
p

�
0 +

�! :bpm2
f

p

�
1� ip0

p
Q0

�
ip0
p

��
; (A.20)

où mf =
1
2
p
2
eT est la masse thermique fermionique et Q0

�
ip0
p

�
est une fonction de

Legendre de seconde espèce, elle est donnée par Q0
�
ip0
p

�
= 1

2
log ip0+p

ip0�p :

Pour ce qui est de la HTL associée au propagateur photonique, les calculs sont

similaires. Il faut utiliser les relations (A:13) : En intégrant sur les angles solides, nous

obtenons les composantes de ���� données dans (1:28) :

A.2.2 Les vertices

Dans le calcul de ��� de l�équation (1:34) ; les termes à calculer sont de la forme :

Z
hard

d4k

(2�)4
K�K��(K)e�(P1 �K)e�(P2 �K): (A.21)

Dé�nissons :

Rn = T
X
k0

kn0�(K)
e�(P1 �K)e�(P2 �K); (A.22)
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en utilisant les expressions (A:4) et (A:10) :

�(K)e�(P1 �K)e�(P2 �K) =
X
s=�1

X
s2=�1

X
s1=�1

�
� s

2k

��
� s1
2q1

��
� s2
2q2

�
� 1

ik0 � sk

1

ip01 � ik0 � s1q1

1

ip02 � ik0 � s2q2
;

�(K)e�(P1 �K)e�(P2 �K) =
X
s=�1

X
s1=�1

X
s2=�1

�
� ss1s2
8kq1q2

�
1

(ip01 � ip02)� s1q1 + s2q2

�
�

1

ip02 � ik0 � s2q2
� 1

ip01 � ik0 � s1q1

�
: (A.23)

Compte tenu de cette relation et de la relation (A:11) ; nous avons :

R0 =
X
s=�1

X
s2=�1

X
s1=�1

�
� s

2k

��
� s1
2q1

��
� s2
2q2

�
(A.24)

� 1

(ip01 � ip02)� s1q1 + s2q2

 
1 + f (sk)� ef (s1q1)
ip01 � sk � s1q1

� 1 + f (sk)�
ef (s2q2)

ip02 � sk � s2q2

!
:

Les autres composantes s�obtiennent en se servant de la correspondance ik0 ! sk;

nous avons :

R1 = �
ik

s
R0 ; R2 = �k2R0: (A.25)

Les HTL ne font intervenir que les termes où s = �s1 et s = �s2: De la même manière

que pour ��; en faisant les approximations (A:1), (A:2) et la relation (A:17) ; nous

obtenons les résultats suivants pour ��� :

��0 (P1;�P2) = �m2
f

Z
d
k
4�

i /K
P1:K P2:K

; ��i (P1;�P2) = �m2
f

Z
d
k
4�

/Kbki
P1:K P2:K

:

(A.26)

Les HTL ���� (p) peuvent être obtenues de la même manière que précédemment.

Cependant, l�utilisation des identités de Ward, tel qu�il est montré dans la section

(3:3:4), facilite notablement le calcul.
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Annexe B

Equations de Bloch optiques pour

un atome à deux niveaux

Dans cette annexe, en traitant quantiquement l�atome, on montre sous quelles

conditions l�expression classique de la force peut encore être utilisée, en particulier,

sa valeur moyenne. Pour rendre compte de la structure interne de l�atome, on choisit

les équations de Heisenberg décrivant le centre de masse. La valeur moyenne de la

force est calculée en utilisant le théorème d�Ehrenfast.

On considère un atome à deux niveaux en interaction avec une onde lumineuse

laser de fréquence !l: Les deux niveaux sont espacés par l�énergie E = ~!A .

On introduit le dipôle réduit de la transition jei ! jgi : d = hej bD jgi : L�opérateur
dipôlaire électrique bD s�écrit :

bD = d+ jei hgj+ d� jgi hej = bD+ + bD�: (B.1)
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On suppose que l�onde laser est un champ classique exterieur dépendant du temps :

El(r; t) =
1

2
E0(r)

�
�l (r) e

�i!lt�i�(r) + ��l (r) e
i!lt+i�(r)

�
: (B.2)

Dans l�approximation dipolaire électrique, l�Hamiltonien du système s�écrit :

bH =
bP2
2m

+ ~!A jei hej+HR + VAL + VAR: (B.3)

L�interaction de l�atome avec le vide est responsable de l�émission spontanée, elle est

donnée par le dernier terme de l�Hamiltonien VAR. HR tient compte du rayonnement

du vide. Le couplage atome laser se met sous la forme : bVAL = �bD:El(bR; t):
Si l�on prend que les termes résonants :

bVAL(t) ' 
1(bR)
2

�
jei hgj e�i!lt�i�(bR) + jgi hej e+i!lt+i�(bR)� ; (B.4)

tel que :

~
1 (r) = � (d+:�l (r))E0(r): (B.5)

Sous la forme matricielle, le couplage s�écrit :

bVAL = ~
0BB@ 0 
1

2
ei!lt+i�(

bR)

1
2
e�i!lt�i�(

bR) 0

1CCA : (B.6)

Si on se place sous le point de vue de Heisenberg, les équations d�évolution des

opérateurs position et impulsion du centre de masse s�écrivent :

i~
d bR
dt

=
h bR; bHi ;

d bP
dt

=
1

i~

h bP ; bHi = ���!r bVAL ��!r bVAR� = bF : (B.7)
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Selon l�équation (B:7) ; la moyenne de la force sur l�état atomique contient deux

termes. Dans [58], on montre que hVARi = 0: En d�autre termes, la force due à

l�émission spontanée est nulle et la force moyenne totale se réduit à �
D�!r bVALE :

Selon la condition �R � � évoquée plus haut; on peut remplacer
D
El( bR)E par

El(
D bRE): La moyenne de la force peut se mettre sous la forme :

�!
F = �

D�!r bVALE = * X
i=x;y;z

�!r
�
DiEl i

� bR; t��+

=

* X
i=x;y;z

Di (t)
�!rEl i

� bR; t�+
'

X
i=x;y;z

hDii (t)
�!rEl i (R (t) ; t) : (B.8)

Il su¢ t de moyenner sur les variables internes dont la variation est pilotée par le champ

électrique de l�onde évaluée au point
�!
R (t) de la trajectoire atomique moyenne (théo-

rème d�Ehrenfast). C�est l�approximation semi-classique : le mouvement atomique est

traité classiquement et la dynamique interne est traité quantiquement.

Pour aller plus loin, on utilise le fait que l�évolution externe est beaucoup plus

lente devant l�évolution interne grâce à la séparation des échelles: On peut utiliser les

valeurs stationnaires dans la valeur moyenne du dipôle dans (B:8) ainsi que pour les

autres variables internes.

�!
F
��!
R
�
'
X
i=x;y;z

hDiistat
�!rEl i (R (t) ; t) : (B.9)

On suppose maintenant que l�atome est immobile en
�!
R: Pour déterminer le dipôle

stationnaire hDiistat ; il faudrait calculer les éléments de la matrice densité dans leur
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état stationnaire. L�équation d�évolution de la matrice densité :

db�
dt
= i~

h bH; b�i+ db�
dt

�
relax

: (B.10)

Le dernier terme représente la contribution par émission spontanée. Elle est décrite

phénomènologiquement par les éléments de la matrice densité :

d�

dt

�
spont

=

0BB@ ��ee ��
2
�ge

��
2
�eg ���ee

1CCA : (B.11)

En développant l�équation matricielle (B:10), on arrive au système :

d�gg
dt

=

1(z)

2i

�
�ege

i!lt+i�(R) � �gee
�i!lt�i�(R)

�
+ ��ee;

d�eg
dt

=
d��ge
dt

= �i
1(z)
2

(�gg � �ee) e
�i!lt�i�(R) � i!A�eg �

�

2
�eg;

d�ee
dt

= �
1(z)
2i

�
�ege

i!lt+i�(R) � �gee
�i!lt�i�(R)

�
� ��ee: (B.12)

Pour chercher les solutions stationnaires, il su¢ t d�annuler le second terme de

l�équation (B:10) et de poser l�équation de conservation des populations �gg+�ee = 1:

De plus, il est commode de réecrire les trois équations en fonction des trois nouvelles

variables :

u(t) =
1

2

�
�gee

�i!lt�i�(R) + �ege
i!lt+i�(R)

�
; (B.13)

v(t) =
1

2i

�
�gee

�i!lt�i�(R) � �ege
i!lt+i�(R)

�
; (B.14)

w(t) =
�ee � �gg

2
: (B.15)
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Le système (B:12) est remplacé par un autre système de variables réelles :

du

dt
= ��

2
u+ �0v; (B.16)

dv

dt
= ��

2
v � �0u� 
1 (R) v; (B.17)

dw

dt
= 
1 (R) v � �w �

�

2
; (B.18)

et on arrive à la solution stationnaire :

ustat =
�0

2
1 (R)

s (R)

1 + s (R)
; (B.19)

vstat =
�

2
1 (R)

(R)

1 + s (R)
; (B.20)

wstat = �1
2

1

1 + s (R)
; (B.21)

où l�on a dé�ni le paramètre de saturation s (R) par s (R) = 1
2


21(R)

(�20+�2=4)
:

La moyenne stationnaire du dipôle projetée sur la polarisation �!�l est :

�!�l :
D bDE = �!�l :�!d (�eg; stat + �ge; stat) = 2d (ustat cos (!lt+ � (R))� vstat sin (!lt+ � (R))) :

(B.22)

Les solutions ustat et vstat apparaissent bien comme les composantes du dipôle respec-

tivement en phase et en quadrature avec le champ.

En utilisant l�expression (B:22) et la dé�nition de la pulsation de Rabi (B:5) ; la

force (B:9) devient :

�!
F (z) = �2~ (ustat cos (!lt+ � (R))� vstat sin (!lt+ � (R)))

�!r (
1 (R) cos (!lt+ � (R))) :

(B.23)
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En prenant la moyenne sur une periode optique, ce qui est compatible avec l�ap-

proximation du champ tournant utilisée pour trouver les solutions stationnaires des

équations de Bloch optiques, la force moyenne s�écrit :

�!
F (R) = �~
1 (R)

 
ustat

�!r
1 (R)

1 (R)

+ vstat
�!r� (R)

!
(B.24)

= �~
1 (R)
�
� (R) �0 + � (R)

�

2

�
s (R)

1 + s (R)
; (B.25)

avec � (R) =
�!r
1(R)

1(R)

; � (R) =
�!r� (R) :
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