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Introduction

Le monde du vivant, de par sa complexité, nécessite la contribution de tous les domaines

de la science pour élucider ses mystères. La physique, en premier lieu, est désormais

incontournable. Dans cette thèse plusieurs domaines et outils de la physique théorique

sont utilisés et développés a�n de comprendre certains processus biologiques observés.

Parmi eux la théorie de l'élasticité, la physique des polymères, la physique statistique

et la simulation Monte-Carlo. Lorsque la validité d'une théorie atteint sa limite, on

cherche quel outil est plus approprié pour prendre le relais. Ce n'est qu'ainsi qu'on

arrive à avoir une image précise du comportement des constituants biologiques, ce qui

permet de les manipuler et de prédire leurs comportements.

Dans ce travail on s'intéresse particulièrement aux structures sous contraintes car dans

le monde du vivant tout est con�né. Tous les constituants s'agencent de manière à former

un grand puzzle dans lequel chaque pièce subit les contraintes des autres. De plus le

con�nement permet d'activer des propriétés spéci�ques indispensables. Le con�nement

modi�e la forme de l'objet considéré, et dans le monde biologique la forme et la fonction

son intimement liées.

La mitochondrie, par exemple, se compose de deux membranes lipidiques con�nées

l'une à l'intérieur de l'autre. Les plis de la membrane interne dus au con�nement sont

nécessaires pour produire plus d'ATP (le carburant des cellules). La compréhension de la

morphogenèse de cette membrane est donc essentielle à la compréhension de sa fonction.

Généralement, celle-ci est de topologie sphérique. Cependant, il est apparu dans les

travaux de John et al. [1] que lorsqu'une protéine particulière manque, la mito�line, la

membrane interne croît anormalement et passe de la forme d'une sphère à la forme de
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Introduction

plusieurs sphères incluses les unes à l'intérieur des autres. Les changements topologiques

ne sont pas rares dans la nature, on cite par exemple le cas des membranes qui adhèrent à

un cube [2]. Celles-ci forment di�érentes structures spongieuses changeant fréquemment

de topologie.

Dans le cadre de la modélisation de mitochondries, de précédents travaux [3, 4] ex-

pliquent le passage possible de la topologie sphérique à la topologie toroïdale en util-

isant la théorie de l'élasticité ainsi que des simulations numériques. Pour obtenir la

suite du processus, i. e. le passage de la topologie toroïdale à la forme de deux sphères

incluses l'une à l'intérieur de l'autre, nous étudions, dans le premier chapitre, le con�ne-

ment des membranes lipidiques de topologie toroïdale. Pour ce faire, nous modélisons

la mitochondrie par une membrane interne �uide toroïdale con�née dans une sphère

dure. Nous utilisons le modèle de Helfrich [5] pour quanti�er l'énergie élastique de la

membrane. En e�ectuant un calcul variationnel, on obtient toutes les phases à symétrie

axiale, axisymétriques, que peut prendre la membrane interne. Ensuite, pour briser la

symétrie on utilise les transformations conformes et leurs propriétés. Ceci nous permet

d'avoir un diagramme des phases complet qui englobe les phases symétriques et les

phases non-symétriques. On utilise ensuite un programme de simulation basé sur l'inté-

gration par éléments �nis pour étudier la répartition des forces de contact. En�n nous

étudions l'in�uence de l'adhésion mutuelle entre les deux membranes. On trouve que

celle-ci modi�e considérablement le diagramme des phases en y ajoutant de nouveaux

processus d'évolution possibles.

Sur une échelle plus petite, une grande partie des protéines se trouvent à proximité de

membranes lipidiques et sont con�nées à leurs surfaces. Cette proximité leur permet

d'accomplir des taches particulières comme de diviser la membrane en deux vésicules

distinctes [6]. On peut également con�ner les polymères dans le but de révéler leur struc-

ture interne, comme par exemple dans les travaux de Sanchez et al. [7] où des actines

ont été con�nés par osmose sur une surface plane. Les résultats obtenus ont montré

l'apparition d'anneaux si petits qu'il est impossible de les expliquer en considérant les

actines comme des �laments semi-�exibles. De plus, le con�nement des actines dans un

canal [8] a révélé la présence d'oscillations dans la fonction de corrélation. C'est donc
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Introduction

principalement pour expliquer ces observations expérimentales sur les actines que nous

étudions le con�nement des polymères hélicoïdaux.

Dans le chapitre 2, nous considérons le cas du con�nement planaire dans lequel on

projette une chaîne hélicoïdale à deux dimensions. Le calcul des solutions stables mon-

tre que le con�nement fait apparaître des quasi-particules conformationnelles, appelées

twist-kinks ou TKs [9], qui se manifestent par un changement rapide du sens de la

courbure. Ceci est dû à l'intrication entre la courbure et la torsion du �lament. Lorsque

l'angle de torsion augmente de π, la courbure change de signe en gardant la même valeur

absolue. Ces pseudo-particules se déplacent sur la chaîne et interagissent entre elles. En

fonction des paramètres physiques du �lament on peut avoir des TKs très mobiles qui

se déplacent avec un coût énergétique très faible, la chaîne est alors hyper�exible. Pour

d'autres paramètres de l'hélice, les TKs occupent des positions périodiques formant un

réseau très rigide.

Dans le chapitre 3, on ajoute au con�nement planaire un con�nement latéral dans le but

de modéliser un canal quasi-plat. Ceci est fait via un code de simulation Monte-Carlo où

l'on considère la chaîne comme une longue suite de liens rigides gouvernée par l'énergie

d'un polymère en hélice. C'est le modèle communément appelé �freely jointed chain�

auquel on a implémenté les énergies de l'hélice. Pour compléter l'étude, on modélise

analytiquement le con�nement latéral par une force d'étirement agissant sur toute la

chaîne. Ceci nous permet de quanti�er les observations obtenues par la simulation et de

prédire les cas limites. On arrive ainsi à expliquer certaines des observations expérimen-

tales sur le con�nement des actines. Comme le modèle utilisé repose essentiellement sur

la structure hélicoïdale du �lament, on en déduit que les actines sont de bons candidats

pour être classés parmi les polymères en hélice.
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Chapitre 1

Membranes lipidiques toroïdales sous

con�nement

1.1 Introduction

Les membranes lipidiques sont des composants essentiels des cellules, elles représen-

tent leur paroi. Elle se composent de deux couches de phospholipides ayant un pôle

hydrophile et un autre hydrophobe. Ces deux couches s'agencent entre elles de manière

à avoir leur pôle hydrophile dirigé vers l'extérieur. Elles forment ainsi des structures

complexes telles que les vésicules membranaires, les micelles ou les liposomes.

La mitochondrie, qui fournit l'énergie aux cellules, est composée de deux vésicules mem-

branaires lipidiques, l'une con�née à l'intérieur de l'autre. La membrane interne a une

surface beaucoup plus grande que la membrane externe, elle forme des plis qui lui perme-

ttent d'augmenter le nombre de protéines responsables de la synthétisation de l'énergie,

les ATPases. Dans le cas des membranes lipidiques de la mitochondrie, leurs dimen-

sions de largeur et de longueur sont de l'ordre du micromètre alors que leur épaisseur

est de l'ordre du nanomètre, ce qui nous permet de les considérer comme des surfaces

bidimensionnelles.
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Dans notre travail, on s'intéresse au con�nement des membranes lipidiques dans le but

de modéliser la mitochondrie. La membrane interne étant beaucoup plus �uide que

la membrane externe, on modélise ce système par une membrane �uide con�née dans

une sphère dure. Plusieurs travaux de recherche ont été e�ectués dans cette direction,

[3, 4, 10�13].

Dans les recherches e�ectuées par Kahraman et al. [3], le modèle de la courbure spon-

tanée et la simulation numérique ont été utilisés pour comprendre la morphogenèse des

membranes de topologie sphérique con�nées. Dans ces travaux il est apparu que pour

certaines valeurs de l'aire et du volume de la membrane interne, celle-ci pouvait passer

de la forme d'une sphère à celle d'un tore. Un tel changement de topologie serait possible

in-vivo car dans la nature, les changements topologiques sont fréquents. Dans les �ux

visqueux par exemple, on observe ce type de transitions pour les �lms �uides [14, 15].

Par exemple, un �lm de savon qui entoure une boucle de �l change sa topologie si ce �l

se déforme [16]. Dans le monde biologique, la cellule contrôle la topologie de ses con-

stituants sur toutes les échelles. A l'échelle moléculaire, les fonctions de l'ADN [17] et

des protéines [18] dépendent fortement de leur topologie. Sur une échelle plus grande,

les structures membranaires attachées montrent des géométries spéci�ques adaptées à

chacune de leurs fonctions [2,19�22]. Pour les mitochondries, John et al. [1] ont observé

in-vitro que lorsqu'une protéine particulière manque, la mito�line, la membrane interne

croît anormalement et passe de la topologie d'une seule sphère à la forme de plusieurs

sphères incluses les unes à l'intérieur des autres.

Si on suppose possibles les changements de topologies de la membrane �uide sphérique

con�née [3], via des molécules spécialisées telles que les protéines SNARE [23], des

transitions comme celle montrée dans la �gure 1.1 se produisent. Les quatre images

de cette �gure sont les formes de la membrane pour di�érentes valeurs de l'aire et du

volume et pour di�érentes topologies. La grille grise représente le con�nement sphérique

et la surface à l'intérieur représente la membrane interne con�née. Les aires, les volumes

et les énergies sont en unités réduites calculées par rapport au con�nement sphérique,

qui a une aire, un volume et une énergie �xés à l'unité. Nous ne montrons que la

moitié du système pour mieux visualiser les plis, cependant nous avons e�ectué les
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1.1. Introduction

Figure 1.1: Transition d'une membrane de topologie sphérique (solutions obtenues
par Kahraman et al. [3]) à la topologie toroïdale. En bas à gauche la forme sphérique à
symétrie axiale en équilibre pour une aire et un volume en unités réduites (a, v) =
(1.2, 0.8). En haut à gauche les solutions de topologie sphérique avec self-contacts
pour (a, v) = (1.5, 0.8). En haut à droite une forme toroïdale non symétrique pour
(a, v) = (1.2, 0.8) (capture instantanée d'une simulation). En bas à droite la solution
axi-symétrique à l'équilibre de topologie toroïdale pour (a, v) = (1.2, 0.8). Les valeurs
maximales de la barre d'échelle des énergies de courbure en unités réduites sont respec-
tivement emax = 10, 23, 11, 8 .

11



1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

coupes sur des plans de symétrie et la partie retirée est exactement identique à la

partie visible. L'échelle des couleurs correspond à la densité d'énergie de courbure du

système qui varie du bleu, là où la courbure moyenne est faible, au rouge lorsque celle-

ci est la plus élevée. On remarque que l'énergie de courbure est plus faible au niveau

des �necks�, le goulot au début des plis, car là les deux courbures principales sont de

signes opposés et s'annihilent. En commençant par l'image en bas à gauche, la surface

représentée est axisymétrique, de topologie sphérique, d'aire et de volume (a, v) =

(1.2, 0.8). En augmentant sa surface, l'axisymétrie se brise et une zone de self-contacts

apparaît comme on le voit dans la �gure en haut à gauche qui représente la solution

sphérique pour (a, v) = (1.5, 0.8). Cependant, cette forme a une énergie de courbure très

grande emax = 23 au lieu de 10 pour la première forme. Si on autorise la fusion des deux

parties de la membrane en contact, la surface décroît ainsi que l'énergie de courbure.

Cette fusion correspond à un changement de topologie, en passant de la surface en haut

à gauche, de topologie sphérique, à la surface en haut à droite, de topologie toroïdale,

qui représente un état intermédiaire de la simulation. Si on laisse le système s'équilibrer,

celui-ci retrouve la symétrie axiale, c'est la solution représentée en bas à droite. Elle a

la plus faible énergie de courbure, emax = 8. Cette dernière forme est obtenue par notre

travail actuel que l'on développe étape par étape dans le présent chapitre.

Nous exposons d'abord le modèle utilisé, c'est le modèle classique de la courbure [5] que

l'on développe dans le cas de la topologie toroïdale. Grâce à ce modèle nous obtenons

analytiquement toutes les solutions axisymétriques. Nous exposons ces résultats dans

la troisième section. A�n d'étendre l'étude au cas non-axisymétrique, nous utilisons

les transformations conformes et leurs propriétés pour générer de nouvelles solutions

(section 1.4). Ceci nous permet de réunir toutes les phases possibles de la membrane

dans un diagramme que l'on présente dans la section 1.5. Ensuite en section 1.6, nous

utilisons un programme de simulation numérique pour véri�er la stabilité de toutes les

formes obtenues, étudier la distribution des forces de contact et comparer les énergies

des deux topologies sphérique et toroïdale. En�n, dans la section 1.7, nous étudions

l'in�uence de l'adhésion entre la membrane interne et son con�nement. Nous terminons

ce chapitre par une brève conclusion.
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1.2. Modèle analytique

1.2 Modèle analytique

Pour décrire la membrane supposée �uide [5], on cherche d'abord à formuler une expres-

sion pour toutes les énergies mises en jeu. Ceci nous permet ensuite, en la minimisant,

de trouver quelles sont les formes stables que prennent les vésicules toroïdales con�nées.

1.2.1 Énergie de courbure

A l'échelle de la mitochondrie, les dimensions de longueur et de largeur de la mem-

brane sont de l'ordre du micromètre, alors que son épaisseur est de l'ordre de quelques

nanomètres, ce qui nous permet de la considérer comme une surface bi-dimensionnelle.

Nous savons également que les vésicules lipidiques peuvent se présenter sous deux états

en fonction de la concentration et de la température. Pour les basses températures,

on a un gel bi-dimensionnel de structure cristalline. Pour des températures adéquates

au monde biologique la vésicule devient un cristal liquide. Cette propriété de la mem-

brane lipidique la rend invariante à toute contrainte de cisaillement, ce qui nous permet

de la considérer comme un �uide homogène. Par contre, une �exion dans la direction

normale à la surface peut contribuer à l'énergie. Selon la loi de Hooke, une expansion

harmonique de l'énergie de la déformation est proportionnelle au carré de celle-ci. Dans

le cas particulier d'une courbure, on considère une expression quadratique de l'énergie

proposée indépendamment par Canham [24], Helfrich [5] et Evans [25]

Eb =

ˆ
Σ

dA
(κ

2
(2H − C0)2 + κ̄KG

)
, (1.1)

où H2 = 1
4

(k1 + k2)2 avec H la courbure moyenne et KG = k1k2 est la courbure de

Gauss, avec k1 et k2 les deux courbures principales. Les coe�cients κ et κ̄ représentent

les rigidités de courbure et de Gauss respectivement. Le coe�cient C0 est la courbure

spontanée, celle-ci est due à une di�érence dans le nombre de phospholipides présents

sur chacune des deux couches de la membrane, voir la �gure 1.2. L'intégration porte

sur dA, l'élément de surface, et s'e�ectue sur la surface totale de la membrane Σ.

Le théorème de Gauss-Bonnet [27] stipule que l'intégrale de la courbure de Gauss est

un invariant topologique et sa valeur est 4π(1 − g) avec g le genus de la topologie en

13



1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.2: Illustration d'une courbure spontanée C0 non nulle due aux di�érences
dans le nombre de phospholipides des deux couches intérieure et extérieure. Les cercles
avec des lignes attachées représentent les phospholipides. Dans les parties incurvées
nous notons le rapport entre le nombre de phospholipides sur la face intérieure et leur
nombre sur la face extérieure [26].

question. Le genus correspond au nombre de trous que contient la surface, ainsi, les

surfaces de topologie sphérique ont un genus nul, et les surfaces de topologie toroïdal

on un genul égal à 1. Le terme de Gauss est donc constant pour une topologie �xée, on

n'en tient pas compte par la suite. Il ne reste alors que le terme

Eb =
κ

2

ˆ
Σ

dA (2H − C0)2 . (1.2)

Cependant, une fois que le système est en équilibre, il n'y a pratiquement plus d'échange

de lipides entre la solution et la membrane. Ce qui veut dire que l'aire A de la vésicule

est �xe. La pression osmotique in�ue également sur la mécanique de la membrane. Elle

est due à la di�érence de concentration entre l'intérieur et l'extérieur de la membrane

et doit être nulle à l'équilibre. Ceci impose au volume V à l'intérieur de la vésicule reste

invariant.

Ces contraintes physiques se traduisent dans l'expression de l'énergie par l'ajout des

deux contraintes de Lagrange σA et PV . Les multiplicateurs de Lagrange sont σ pour

l'aire, c'est la tension de surface, et P pour le volume, c'est la pression osmotique.

L'énergie est alors

E =
κ

2

ˆ
Σ

dA (2H − C0)2 + σA+ PV. (1.3)
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1.2. Modèle analytique

Figure 1.3: Paramétrisation en longueur d'arc des tores axisymétriques en coordonnées
cylindriques (oρz). L'axe ~oz est l'axe de symétrie du tore. La ligne noire représente la
coupe du tore axisymétrique à angle azimutal φ �xé. Le cercle discontinu représente
le con�nement sphérique. s est la longueur d'arc, ψ l'angle que fait la tangente à la
membrane avec l'axe ~oρ, α représente l'angle de détachement de la membrane par
rapport à la paroi.

Il faut, ensuite, e�ectuer une première variation de cette énergie pour obtenir ses ex-

trema. Pour ce faire, on suppose d'abord la symétrie axiale, ce qui nous permet d'utiliser

une paramétrisation de la surface appropriée, la paramétrisation en longueur d'arc.

1.2.2 Paramétrisation en longueur d'arc

Si on suppose la symétrie axiale, avec comme axe de symétrie l'axe cartésien (oz), on

a la même coupe de la surface quel que soit l'angle azimutal φ choisi. Ceci est illustré

dans la �gure 1.3, où le container sphérique est représenté en pointillés et son rayon est

pris égal à l'unité.
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

La longueur d'arc s nous permet de nous situer sur la coupe. L'axe ~oρ est la direction

radiale en coordonnées cylindriques. L'angle ψ représente l'angle que fait la tangente à

la surface avec l'axe horizontal. L'angle α représente l'angle à partir duquel la membrane

interne se détache de son container.

Ainsi l'élément de surface dA s'écrit

dA = 2πρds (1.4)

et l'élément de volume

dV = πρ2 sinψds. (1.5)

La courbure moyenne H s'écrit

H =
1

2

(
ψ̇ +

sin (ψ)

ρ

)
(1.6)

avec ψ̇ (s) la courbure dans le sens de l'axe de symétrie et sin(ψ)
ρ

la courbure dans le sens

perpendiculaire à l'axe de symétrie.

En remplaçant H dans l'équation 1.3 , et en prenant une énergie sans dimension Ẽ = E
πκ

on a

Ẽ =
1

2π

ˆ 2π

0

dφ

ˆ s

s

dsL̃ =

ˆ s

s

dsL̃ (1.7)

avec le Lagrangien

L̃ = ρ

(
ψ̇ +

sinψ

ρ
− C0

)2

+ 2σ̃ρ+ P̃ ρ2 sinψ + λρ (ρ̇− cosψ) + λz (ż − sinψ) . (1.8)

σ̃ = σ
κ
et P̃ = P

κ
sont respectivement la tension de surface et la pression sans dimensions.

Les multiplicateurs de Lagrange λρ et λz couplent l'angle ψ aux coordonnées cartési-

ennes ρ et z. Les moments conjugués Pi = ∂L̃
∂q̇i

du système sont Pψ = 2ρ
(
ψ̇ + sinψ

ρ
− C0

)
,

Pρ = λρ et Pz = λz.

Dans tout ce qui suit, nous simpli�ons le problème en considérant une courbure spon-

tanée C0 nulle, i. e. nous supposons qu'il y a exactement le même nombre de phospho-

lipides sur les deux couches qui constituent la membrane (voir la �gure 1.2).
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1.2. Modèle analytique

1.2.3 Variations de l'énergie et conditions aux limites

Pour une variation des variables et des bords de l'intégration

ψ(s) = ψ0(s) + δψ, (1.9)

ρ(s) = ρ0(s) + δρ, (1.10)

z(s) = z0(s) + δz, (1.11)

Pρ(s) = Pρ0(s) + δPρ, (1.12)

Pψ(s) = Pψ0(s) + δPψ, (1.13)

Pz(s) = P z0(s) + δPz, (1.14)

s = s0 + δs, (1.15)

s = s0 + δs, (1.16)

on trouve l'expression de la variation de l'énergie

δẼ =

ˆ s

s

ds

{[
∂L̃

∂ψ
− d

ds

∂L̃

∂ψ̇

]
δψ +

[
∂L̃

∂ρ
− d

ds

∂L̃

∂ρ̇

]
δρ+

[
∂L̃

∂z
− d

ds

∂L̃

∂ż

]
δz +

∂L̃

∂Pρ
δPρ

+
∂L̃

∂Pψ
δPψ +

∂L̃

∂Pz
δPz

}
− H̃δs

]s
s

+
∂L̃

∂ψ̇
δψ

]s
s

+
∂L̃

∂ρ̇
δρ

]s
s

+
∂L̃

∂ż
δz

]s
s

, (1.17)

où l'hamiltonien H̃ =
∑

i q̇ipi − L̃.

Si les équations d'Euler-Lagrange sont satisfaites, la partie intégrale de l'équation précé-

dente s'annule, ce qui nous donne en plus des relations géométriques

ρ̇ = cosψ (1.18)

ż = sinψ, (1.19)
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

les expressions suivantes

ψ̇ =
Pψ
2ρ
− sinψ

ρ
(1.20)

Ṗψ =

(
Pψ
ρ

+ P̃ ρ2 − Pz
)

cosψ + Pρ sinψ (1.21)

Ṗρ =
Pψ
ρ

(
Pψ
4ρ
− sinψ

ρ

)
+ 2σ̃ + 2P̃ ρ sinψ (1.22)

Ṗz = 0. (1.23)

On obtient une relation supplémentaire en dérivant l'équation (1.20) et en utilisant

l'équation (1.21) pour remplacer la valeur de Ṗψ, on a donc

2 cosψ

(
ψ̇ +

sinψ

ρ

)
+ 2ρ

(
ψ̈ +

ψ̇ cosψρ− cosψ sinψ

ρ2

)
=(

Pψ
ρ

+ P̃ ρ2 − Pz
)

cosψ + Pρ sinψ. (1.24)

Considérons maintenant le terme

H̃δs
]s
s

= H̃ (s) δs− H̃ (s) δs. (1.25)

La variation δẼ doit s'annuler pour des variations quelconques δs et δs, qui sont in-

dépendantes car on ne �xe pas la longueur d'arc totale. On a alors H̃ (s) = H̃ (s) = 0.

Comme L̃ est indépendant de s, H̃ l'est également, ce qui nous donne la relation

H̃ =
P 2
ψ

4ρ
+ pψ

(
−sinψ

ρ
− C0

)
− 2σ̃ρ+ Pρ cosψ − P̃ ρ2 sinψ = 0. (1.26)

Dans ce qui suit, nous n'utilisons que des variables sans dimensions et nous omettons

le signe ∼ a�n d'alléger les écritures.

Notre but est d'exprimer toutes les variables q et Pq en fonction de la longueur d'arc

de façon à annuler δE pour di�érentes valeurs de l'aire et du volume. Le système

d'équations précédent ne dépend pas implicitement de A et V mais de la tension de

surface σ et de la pression P . On fait alors varier P et σ et on cherche, à posteriori,

les valeurs de A et V en intégrant les équations (1.4) et (1.5).
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1.2. Modèle analytique

On intègre ensuite le système d'équations par la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 [28].

Dans ce qui suit, nous prenons respectivement s et s les longueurs d'arc au niveau du

premier et du deuxième cercle de détachement du container s'ils existent, i. e. s'il y a

con�nement. Pour le cas des tores libres s et s sont les longueurs d'arc au niveau du

plan médian (l'axe ~oρ).

Pour les conditions aux limites, on doit distinguer trois cas : les tores libres qui ne

touchent pas le con�nement, les tores qui touchent le con�nement en un seul cercle et

en�n ceux qui sont con�nés en une surface.

Tores libres

Lorsque la membrane interne ne touche pas le con�nement, on choisit de commencer

l'intégration au point dé�ni par les variables suivantes

ρ0 = ρ (s) = 1, (1.27)

z0 = z(s) = 0, (1.28)

ψ0 = ψ (s) =
π

2
. (1.29)

On a alors cosψ0 = 0 et sinψ0 = 1.

Lorsque l'on cherche les solutions symétriques par rapport à l'horizontal, on �xe ψ̈0 = 0.

Ceci est dû au fait que ψ̇0 (s) et ψ̇0 (s) , qui est la courbure juste après s et juste avant

s, doivent être égales car elles sont les re�ets l'une de l'autre via la symétrie par rapport

au plan horizontal. Dans ce cas, on a Pρ0 = 0, à partir de l'équation (1.24). Si on n'a

pas la symétrie haut/bas on intègre les équations pour toutes les valeurs possibles de

ψ̈0, on dit dans ce cas qu'on e�ectue un scan sur ψ̈0 .

Sachant que

Pψ = 2ρ

(
ψ̇ +

sinψ

ρ

)
, (1.30)

on a

Pψ0 = 2
(
ψ̇0 + 1

)
. (1.31)
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

On fait varier les valeurs de ψ̇0 de manière à avoir à la �n de l'intégration un retour

au point de départ avec les mêmes tangentes et les mêmes courbures, ceci se fait en

ajustant au fur et à mesure la valeur ψ̇0 par la méthode de la bissection.

En�n, on détermine Pz0 en utilisant la relation (1.24) où Pz reste la seule inconnue.

Tores con�nés en un seul cercle

Pour comprendre le con�nement en un seul cercle, on peut imaginer le cas d'une feuille

de papier roulée en cylindre que l'on plaque contre un mur. Au début, lorsque la feuille

frôle le mur, le contact se fait sur une seule ligne sans modi�er la forme cylindrique du

papier. Cependant, si on augmente la force avec laquelle on plaque la feuille, la courbure

au niveau de la ligne où le papier touche le mur devient de plus en plus petite jusqu'à

ce qu'elle s'annule et devient égale à la courbure du mur.

Dans le cas des membranes lipidiques dans un container, le même phénomène apparaît.

Si on prend une membrane interne qui ne touche pas encore le con�nement, on augmente

son aire, celle-ci touche le con�nement sphérique en un seul cercle. Au début, la force

de contact est quasi-nulle et la courbure au niveau du cercle de contact est la même

que pour le cas libre. Puis, si on augmente l'aire, la force de contact croît et la courbure

au niveau du cercle de contact diminue, jusqu'à atteindre la valeur minimale qui est

celle du container. Le con�nement se traduit par la discontinuité de la dérivée ψ̈. En

e�et, même si les formes sont symétriques par rapport à l'horizontale, la valeur de ψ̈

au niveau de la ligne de contact ne s'annule pas. Dans ce cas, les conditions initiales

sont �xées de la même manière que pour le tore libre en e�ectuant un scan sur la valeur

initiale de ψ̈.

Tores con�nés en une surface

Dans le cas du con�nement en une surface, on e�ectue une bissection sur l'angle de

détachement α, de manière à avoir à la �n de l'intégration un retour à un point du

container avec la bonne tangente et la bonne courbure. Il est important de noter la
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1.2. Modèle analytique

di�érence avec le cas libre. Dans le cas d'un con�nement en une surface la courbure

initiale est �xée par le con�nement (alors qu'elle peut varier pour un tore libre) et

l'angle de détachement est variable (alors que dans le cas libre on n'a pas d'angle de

détachement).

La tangente est �xée par le container, c'est à dire

ψ (s) = ψc (s) = α (1.32)

ψ (s) = ψc (s) (1.33)

où l'indice c désigne tout ce qui est relatif au container.

On ajoute la condition sur les courbures perpendiculaires aux lignes de contact [29]

ψ̇ (s) = ψ̇c (s) +
√
ω (1.34)

ψ̇ (s) = ψ̇c (s) +
√
ω (1.35)

avec ω le coe�cient d'adhésion entre la membrane interne et le con�nement. Dans ce

qui suit nous nous limitons au cas où ω = 0 ( le cas ω 6= 0 est considérée dans la section

7).

Les coordonnées dans le plan et l'angle ψ à la ligne de détachement sont alors simple-

ment

ρ0 = sinα (1.36)

z0 = − cosα (1.37)

ψ0 = α. (1.38)

En remplaçant le tout dans l'équation (1.30) on a

Pψ0 = 2 sinα
(√

ω + 2
)
. (1.39)

On détermine ensuite Pz0 à l'aide d'un scan et en�n, on déduit la dernière variable Pρ0à

l'aide de l'équation (1.26).
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

1.3 Résultats axisymétriques

En utilisant la méthode exposée ci dessus, nous cherchons à établir un diagramme des

phases (a, vr) de la membrane, avec vr le volume réduit invariant par rééchelonnement

vr =
v

a3/2
. (1.40)

Pour cela, on cherche d'abord à retrouver les solutions libres, déjà obtenues par Seifert

[30]. En e�et, il y a forcément des régions du diagramme des phases (a, vr) dans lesquelles

la membrane interne ne touche pas encore le con�nement. Dans tout ce qui suit, l'aire,

le volume et l'énergie de courbure sont normalisés par rapport à ceux du container.

1.3.1 Formes libres

L'énergie de courbure est invariante par rééchelonnement, en conséquence, le seul paramètre

restant est le volume réduit vr. On trouve ainsi plusieurs types de solutions. On a tou-

jours a�aire à des tores, ce qui change c'est la forme que l'on obtient si on e�ectue une

coupe à un angle azimutal �xé. Les minima locaux sont de types circulaires, en faucille,

discoïdaux et stomatocytes (voir la �gure 1.4). Seuls les stomatocytes ne possèdent pas

la symétrie haut/bas. Dans le cas des tores libres, on trouve trois types de minima

globaux. Pour un volume réduit 0 < vr < 0.58 la solution la plus stable est la forme

en faucille, pour 0.58 < vr < 0.71 ce sont les tores circulaires qui sont les plus stables.

En�n pour vr > 0.71 on obtient les formes circulaires non axi-symétriques.

Ainsi, pour les solutions libres, seul le volume réduit reste un paramètre pertinent. Une

fois celui-ci �xé on peut faire varier l'aire sans que l'énergie ne change (en faisant varier

également le volume de manière à avoir vr = v

a
3
2
=constante) . Cependant, on ne peut

pas dire la même chose du cas con�né. Si on augmente l'aire et le volume d'une solution

qui ne touche pas le container, elle le touchera certainement à partir d'une certaine

valeur limite de l'aire et du volume .

Dans la �gure 1.5, nous avons représenté en lignes pleines le volume réduit en fonction

de l'aire pour les branches de solutions de di�érents types qui frôlent le con�nement en
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1.3. Résultats axisymétriques

Figure 1.4: Coupes azimutales des tores libres axisymétriques. Les lignes continues
représentent la membrane interne et les lignes discontinues la paroi sphérique. Le pro�l
de la membrane est soit circulaire (a), en faucille (b), discoïdal (c) ou stomatocyte
(d) [30].

un seul cercle sans être a�ecté par celui-ci. En inset, nous avons représenté l'énergie de

courbure en fonction du volume réduit pour ces mêmes solutions.

Une fois ces branches obtenues on peut diminuer l'aire avec un redimensionnement, sans

changer le volume réduit. La solution reste toujours libre et on obtient ainsi des régions

de solutions limitées à droite (du coté des grandes surfaces) par la ligne des solutions

qui frôlent le con�nement en un seul cercle.

La ligne cyan (1) représente les solutions de formes en faucille et en e�ectuant des

redimensionnements on trouve toute la région balayée par cette branche en allant vers

des aires plus petites : c'est la région verte des solutions libres en faucille. La limite

inférieure de cette branche, lorsque le volume réduit tend vers zéro, correspond à une

aire et une énergie de courbure qui tendent vers 2. Ceci correspond à la forme limite de

deux sphères concentriques reliées par deux canaux in�nitésimaux au niveau des deux

pôles, et l'énergie de courbure obtenue est égale à deux fois l'énergie de la sphère unité.

La limite haute de cette branche représente un point critique commun entre les parties

stable et instable de la branche en faucille. La partie instable est représentée en ligne

discontinue dans l'inset, et n'est pas discutée par la suite.

La ligne rouge (2) représente les formes circulaires qui frôlent le con�nement en un seul

cercle. Nous déduisons toute la région des solutions circulaires en diminuant l'aire de la
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.5: Diagramme des phases du volume réduit vr en fonction de l'aire a pour les
solutions sans contact avec le con�nement. Il y a trois phases illustrées chacune par une
coupe d'une solution en inset et une couleur. Ainsi, la région des tores en faucille est en
vert, celle des tores circulaires en orange et celle des tores non-axisymétriques circulaires
est en orange hachurée. En inset, le graphe l'énergie de courbure eb en fonction de vr
des lignes limites de chaque phase.
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1.3. Résultats axisymétriques

courbe rouge (2) tout en gardant son volume réduit �xe via des redimensionnements,

c'est la région orange claire. Cette phase contient une solution particulière qui est le

minimum global de l'énergie de courbure : c'est le tore de Cli�ord [31]. Ce tore a la

particularité d'être formé de la translation d'un cercle de rayon r le long d'un autre cercle

de rayon R =
√

2r. Son volume réduit vaut vr = vclr = 3
25/4π1/2 ' 0.71, il est caractérisé

par une coupe azimutale en forme de cercle parfait. Pour des volumes réduits plus

grands que vclr , la coupe circulaire se déforme en une ellipse plus allongée parallèlement

à l'axe ~oz. A partir de vr > 0.79 , cette branche présente une transition continue vers

la forme en faucille, c'est à dire que la coupe ayant une forme allongée selon ~oz se plie

sur elle même changeant ainsi le signe de la courbure. La limite haute de cette branche

est le point d'aire et de volume réduit égaux à un, la solution tend vers la forme d'une

sphère identique au con�nement traversée par un cylindre creux de rayon in�nitésimal

parallèle à l'axe ~oz. La limite des volumes réduits nuls correspond à une solution de

coupe azimutale quasi-circulaire de rayon in�nitésimal.

La ligne bleue (3) représente les transformations conformes du tore de Cli�ord. Dans

la section 4, nous développons plus amplement les transformations conformes. Pour

l'instant, nous donnons uniquement leurs propriétés. Lorsqu'on applique une transfor-

mation conforme à une solution libre on brise sa symétrie axiale, on change son aire,

son volume et son volume réduit tout en laissant invariante son énergie de courbure.

Du fait que le tore de Cli�ord est la forme toroïdale d'énergie minimale, lorsqu'on lui

applique cette transformation, on se déplace dans le diagramme des phases en étant

sûr que cette solution transformée non axisymétrique a une énergie plus faible que la

solution axisymétrique qui est sur le même point du diagramme.

En e�ectuant des transformations conformes au tore de Cli�ord qui touche le con�ne-

ment en un seul cercle, on obtient la ligne bleue (3). La limite haute de la ligne bleue

représente le tore de Cli�ord extrêmement déformé. Il prend la forme d'une sphère avec

un pincement in�nitésimal extrêmement excentré, son aire et son volume réduit valent

alors 1. L'existence de formes stables transformées conformes du tore de Cli�ord a déjà

été établie expérimentalement [32,33], comme montré dans la �gure 1.6.

La branche magenta (4) de la �gure (1.5) représente la branche des solutions discoïdales

25



1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.6: Observations in-vitro de membranes toroïdales pour di�érents volumes
réduits [32]. Chaque colonne représente une même membrane. La première et la dernière
ligne représente des clichés de l'expérience pris par des angles di�érents. La deuxième
ligne est la modélisation 3D de la membrane toroïdale.

qui frôlent le con�nement en un seul cercle. On en déduit la région où on peut avoir

des formes discoïdales stables à gauche de cette branche dans le diagramme des phases.

La limite inférieure de cette branche représente les formes discoïdes qui ont un vide

intérieur in�niment petit. Tandis que la limite des grands volumes réduits (le cercle

magenta) représente le point critique où la branche stable rejoint la branche instable

représentée en ligne magenta discontinue dans l'inset.

La branche stomatocyte, la ligne verte (5) dans l'inset ne contient que des maxima, on

ne la considère donc plus dans ce qui suit.
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Les di�érentes lignes (1)-(4) que l'on a représenté dans le diagramme des phases ont

le même volume réduit pour certains points, il s'ensuit automatiquement des zones

de chevauchement lorsqu'on e�ectue les redimensionnements. Comme, par exemple,

le point à aire et volume réduit égaux à 0.6, qui est commun à la région des formes

circulaires et des formes en faucilles libres. C'est pour cela que, pour ces zones de

chevauchement, nous devons comparer les énergies de courbure grâce au diagramme

représenté dans l'inset et considérer la forme la plus stable.

En résumé, nous avons trois régions distinctes, la région des formes en faucilles libres

en vert, la région des formes circulaires libres en orange et la région des transformés

conformes du tore de Cli�ord en orange hachurée. La zone blanche est la zone où on

anticipe un contact entre la membrane et le con�nement. Les lignes représentées dans

la �gure 1.5 , représente la limite des formes libres qui frôlent le con�nement en un

seul cercle. En augmentant légèrement l'aire tout en gardant le volume réduit �xe (on

augmente ainsi le volume également) on a forcément l'apparition de zones de contact

avec la paroi.

1.3.2 Formes axisymétriques con�nées

Considérons maintenant le cas où la membrane interne touche le con�nement en un seul

cercle, ceci est obtenu en augmentant l'aire des solutions libres. Cela se traduit par une

diminution de la courbure au niveau du cercle de contact. La courbure diminue petit à

petit jusqu'à ce que la membrane interne épouse parfaitement le con�nement, c'est à

dire que la courbure au niveau du cercle de contact atteint celle du container.

Dans cette phase la courbure reste une variable continue sur toute la surface de la

membrane interne, par contre sa dérivée
d( dψds )
ds

= ψ̈ est discontinue. Ceci est le résultat

de la force fρ = 2πψ̈ agissant dans la direction radiale au niveau du cercle de contact.

Au delà de la limite où la courbure de la membrane interne est égale à celle du container,

le con�nement se fait sur une surface.

Dans les �gures 1.7-1.8, nous montrons le diagramme des phases (a, vr) ainsi que les

énergies de courbures eb en fonction de vr pour les solutions libres et con�nées ax-
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.7: Diagramme des phases du volume réduit en fonction de l'aire des so-
lutions con�nées axisymétriques. Les phases non-axisymétriques sont hachurées. En
orange-rouge les formes circulaires et en vert les formes en faucille. Les couleurs claires
représentent les phases libres. Les couleurs intermédiaires représentent les phases de
con�nement en un seul cercle. Les couleurs foncées correspondent au con�nement en
une surface. La région blanche est la région des self-contacts. Pour la signi�cation des
lignes voir le texte.
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1.3. Résultats axisymétriques

Figure 1.8: Énergies de courbure eb en fonction du volume réduit vr des branches
limitant les di�érentes phases de la �gure 1.7, ainsi que des lignes à aire �xes I-III.
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

isymétriques. Les régions claires sont les régions où la membrane interne ne touche pas

la paroi. A droite des lignes cyan (1) et rouge (2) le con�nement se fait en un seul cercle.

Ce sont les régions vertes pour la forme en faucille et oranges pour la forme circulaire.

La ligne verte foncée (C1) représente la limite pour laquelle la courbure de la membrane

interne est égale à celle du con�nement, donc à droite de cette limite (pour des aires

plus grandes) on a une surface de contact qui est une portion de sphère. La ligne (C2)

représente la transition continue entre les formes circulaires et les formes en faucille.

Pour un volume réduit vr < 0.65 ces solutions con�nées coexistent avec les formes en

faucille libres. En comparant les énergies de courbures, on trouve une ligne de transition

de phase discontinue (la ligne bleu ciel (D1)) en dessous de laquelle les tores en faucille

libres sont les minima globaux. Une première estimation de la limite supérieure de la

région des tores con�nés axisymétriques peut être obtenue en comparant l'énergie de

courbure de ces solutions avec les énergies des transformées conformes des tores libres,

cette limite est représentée par la ligne (Dp
2). Dans la section 5, on montre que cette

ligne est bien plus basse. Certaines des solutions représentées dans cette �gure ne sont

que des minima locaux.

Considérons d'abord le tore libre en faucille de volume réduit vr = 0.65 (le carré bleu

ciel). Il a la plus petite énergie de courbure de toute la branche des tores libres en

faucille. Une transformation conforme de sa surface le long de l'axe (ox) ne change pas

son énergie mais augmente son volume réduit et brise la symétrie axiale (la ligne en

pointillées noires (T )). A l'aide d'un redimensionnement et d'une transformation de

cette solution on peut atteindre n'importe quel point du diagramme des phase qui est à

gauche de la ligne noire (T ). On aura ainsi plusieurs zones de chevauchement où l'on doit

comparer les énergies de courbures des formes axisymétriques avec les énergie des formes

obtenues par transformations du tore libre en faucille de volume réduit vr = 0.65. Le

long de la ligne (T ), on trouve que l'énergie de la forme non-axisymétrique est inférieure

à la forme axisymétrique pour un volume réduit vr ≥ 0.76 (carré noir). En répétant

cette comparaison pour de plus faibles surfaces on obtient la ligne (Dp
2) qui représente

la ligne où les solutions transformées conformes et les solutions axisymétriques ont des

énergies égales. Cette courbe se termine lorsqu'elle rencontre la branche circulaire des
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1.3. Résultats axisymétriques

tores libres qui frôlent le con�nement en un seul cercle (le cercle bleu ciel). La partie

à droite du carré noir de cette limite supérieure où l'axisymétrie se brise est obtenue

en comparant les énergies des transformées conformes des autres tores libres en faucille

avec les solutions axisymétriques en contact avec le container. La ligne (L) représente

les transformées conformes de la solution à aire maximale, elle est constituée de deux

sphères concentriques avec deux canaux in�nitésimaux au niveau des deux pôles, son

aire est égale à 2 et son volume réduit vaut 0. La ligne (L) représente la limite à droite

de laquelle on a des self-contacts. Son expression analytique est donnée par

vr =
1− (a− 1)

3
2

a
3
2

. (1.41)

A�n de mieux comprendre la zone des tores con�nés dans le centre du diagramme des

phases, considérons les lignes à aires constantes (I) − (III) de la �gure 1.7. Pour de

faibles volumes réduits les solutions sont des tores en faucille libres. Leur énergie de

courbure ne dépend pas de l'aire a et correspond à la courbe (1) dans la �gure 1.8.

Lorsque l'on traverse la ligne (D1) dans le diagramme des phases (les carrés jaune,

violet et rose respectivement), une transition de phase discontinue vers un état con�né

est préférable énergétiquement. Selon la valeur de a, la membrane peut adopter une

forme con�née en un seul cercle, c'est le cas de la courbe I, ou une forme con�née

en une surface c'est le cas des courbes II et III. Dans le cas a = 0.7 (la courbe

jaune I) la solution adopte à nouveau une forme libre pour un volume réduit vr =

0.63 (cercle jaune). L'énergie de courbure correspondante est donnée par la courbe (2)

(entre les cercles jaune et bleu) puis par la courbe (3) à droite du cercle bleu dans

la �gure 1.8. Dans les deux autres cas correspondants à a = 0.9 et a = 1.1, nous

pouvons observer plus en détails comment la limite supérieure préliminaire (Dp
2) des

régions con�nées axisymétriques peut être obtenue. L'énergie de courbure correspondant

aux solutions con�nées des courbes II et III diminue d'abord avec l'augmentation du

volume réduit, puis augmente jusqu'à ce qu'elle soit égale à celle d'une transformée

conforme d'une solution libre (les cercles violet et rose respectivement). On s'attend

alors à une transition vers une forme libre non-axisymétrique pour des volumes réduits

plus grands. En réalité, la membrane ne devient pas un tore libre à nouveau mais
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

préfère adopter une forme con�née non-axisymétrique. C'est ce que l'on étudie dans la

prochaine section.

1.4 Transformations conformes pour générer des

solutions non-axisymétriques

L'étude des solutions non-axisymétriques est motivée par l'observation e�ective de mem-

branes toroïdales libres transformées conformes de solutions axisymétriques (�gure 1.6).

La brisure de symétrie est obtenue à l'aide de transformations conformes. Ces transfor-

mations ont la propriété de conserver l'énergie de courbure. On peut donc choisir une

combinaison adéquate de translations et d'inversions de manière à générer des formes

non-axisymétriques à partir de formes axisymétriques. Dans le cas sans con�nement

nous appliquons ces transformations au tore de Cli�ord. On ne se soucie pas de la

stabilité de la forme obtenue, car elle a déjà l'énergie minimale globale de toutes les

formes toroïdales possibles. De plus, connaissant la paramétrisation du tore de Cli�ord

symétrique, nous pouvons obtenir une relation entre a et vr pour toutes les formes

transformées de ce tore, c'est ce que nous développons dans la première sous-section.

1.4.1 Transformations conformes du tore de Cli�ord

Les transformations conformes de la forme

X′ =
X
X2 + Λ(
X
X2 + Λ

)2 (1.42)

conserve la topologie toroïdale de la surface de paramétrisation X (ξ1, ξ2) ∈ R3 et laisse

son énergie de courbure invariante. Elles consistent en une inversion autour de l'origine,

suivie d'une translation le long d'un vecteur Λ, puis d'une seconde inversion autour de

l'origine. La surface transformée X′ (ξ1, ξ2) a un volume réduit qui peut être plus large

ou égal au volume réduit de la surface d'origine. X′ peut toujours être redimensionné

pour rester à l'intérieur du container. Pour un volume réduit supérieur à vclr , les minima
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1.4. Transformations conformes pour générer des solutions non-axisymétriques

globaux sont les transformés conformes non-axisymétriques du tore de Cli�ord car leur

énergie de courbure, eclb = π
2
(la ligne bleue (3) dans l'inset de la �gure (1.5)) est

toujours plus petite que celle de la solution axisymétrique ayant le même volume réduit

(la courbe rouge (2) dans l'inset de la �gure (1.5)) [30,34,35].

La forme générale de la transformation conforme 1.42 inclut les trois composantes du

vecteur Λ = (Λx,Λy,Λz). Comme on applique la transformation à des formes ax-

isymétriques, seuls deux paramètres sont pertinents. On peut choisir, sans perdre le

caractère général de la transformation, comme axe de symétrie l'axe z et une com-

posante Λy nulle. Le tore de Cli�ord ayant une coupe azimutale parfaitement circulaire,

les transformations conformes selon son axe de symétrie ne représente qu'un simple redi-

mensionnement. Il ne reste donc qu'un seul paramètre Λx pour dé�nir la transformation

conforme spéciale qui génère les minima globaux non-axisymétriques [35], avec

Λ = Λxx. (1.43)

Pour obtenir la courbe bleue (3) dans la �gure 1.5, on applique la transformation au

tore de Cli�ord frôlant le con�nement en un seul cercle. Ses rayons générateurs sont

r = 1√
2+1

qui est le rayon de la coupe azimutale, et R =
√

2r, qui est le rayon du vide

intérieur. En coordonnées polaires (θ, φ), la surface de ce tore s'écrit

X (θ, φ) =
1√

2 + 1

((√
2 + sin θ

)
cosφ,

(√
2 + sin θ

)
sinφ, cos θ

)
.

Si on lui applique la transformation (1.42) , le tore sort du container. On doit alors

utiliser un redimensionnement de facteur (1− Λ2) et une translation de vecteur Λ pour

le repositionner au centre du con�nement de manière à ce qu'il frôle le con�nement en

un seul cercle. La transformation qui véri�e ces conditions est

X̄ = X′
(
1− Λ2

)
+ Λ, (1.44)

ainsi, le transformé de chaque point du container reste sur la sphère. Les formes obtenues

sont des cyclides de Dupin [36, 37] , dé�nies comme suit. En partant d'une ellipse

d'excentricité e, on trace une hyperbole d'excentricité 1
e
ayant comme apices les points
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

focaux de l'ellipse. La paramétrisation de ces deux courbes est

Xe = (λ cos v, λ′ sin v) , (1.45)

Xh =
(√

λ2 − λ′2 coshu, λ′ sinhu
)

(1.46)

avec λ et λ′, les demi-axes de l'ellipse, l'excentricité e est alors

e =

√
1− λ′2

λ2
. (1.47)

Les lignes des courbures principales sont obtenues à partir de ces deux coniques. Con-

sidérons une branche de l'hyperbole, on trace une ligne entre le point de coordonnée

v pour l'ellipse et u pour l'hyperbole. Cette ligne croise la surface du cyclide au point

M où les deux sphères de courbures principales sont centrées au point v de l'ellipse et

u de l'hyperbole et sont tangentes au point M . La distance entre les deux centres de

courbures est donnée par d = λ coshu−
√
λ2 − λ′2 cos v. On dé�nit ensuite le paramètre

r tel que les rayons des deux sphères de courbure soient λ coshu − r pour l'ellipse et

r−
√
λ2 − λ′2 cos v pour l'hyperbole. Ainsi, on obtient la surface intérieure du tore. Pour

obtenir la surface extérieure, on considère l'autre branche de l'hyperbole, le point M

est dé�ni comme l'intersection des deux sphères de courbure mais dans ce cas, la plus

petite sphère est à l'intérieur de la plus grande. Le paramètre r est dé�ni d'une manière

analogue avec un changement de signe.

Il a été démontré par Kléman, que pour minimiser la courbure moyenne, il faut que r

prenne la valeur :

r = ±
√
λ2 − λ′2

2
(1.48)

avec le signe + qui correspond à la surface interne et le signe − à la surface externe.

On génère ainsi toute la famille des transformées conformes du tore de Cli�ord. Le tore

de Cli�ord en est un cas particulier où l'ellipse est un cercle et l'hyperbole une droite,

i. e. λ = λ′.

Si on impose en plus que le cyclide touche le con�nement en un cercle, on a la relation

2
(
r +
√
λ2 − λ′2

)
+ 2 (λ− r) + 2

(
r −
√
λ2 − λ′2

)
= 2 (1.49)
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ce qui nous donne

λ′ =
√

4λ− 2. (1.50)

Il ne reste que le paramètre λ pour déterminer les propriétés de l'ellipse et de l'hyperbole.

Il est relié au paramètre de la transformation conforme Λx par la relation

λ =

(
3
2
−
√

2
)

(1− Λ2
x)

1−
(
17− 12

√
2
)

Λ2
x

− 1

2
(1.51)

et à l'excentricité e par

e =

√
λ2 − 4λ+ 2

λ
. (1.52)

En utilisant les formules générales de l'aire et du volume des cyclides de Dupin [36,37],

on obtient pour le cas particulier des transformées conformes du tore de Cli�ord qui

touche le con�nement en un seul cercle les valeurs suivantes

a (λ) = 4 (1− λ)λ

[
E
(
e (λ)2)+

e2 (λ)− 1

2
K
(
e (λ)2)] , (1.53)

v (λ) = 8λ3

[
(1− λ)2

λ2
E
(
e (λ)2)+

e (λ)2 − 1

2

(
1 +

3

4

e (λ)2 − 1

2

)
K
(
e (λ)2)](1.54)

Avec K
(
e (λ)2) et E (e (λ)2) les intégrales elliptiques complètes du premier et du second

type respectivement [38] . Ainsi, on déduit la courbe paramétrée (a (λ) , vr (λ)) des

transformations conformes du tore de Cli�ord qui touchent le con�nement en un seul

cercle, c'est la courbe bleue (3) de la �gure (1.5).

À gauche de cette courbe, on peut s'attendre à avoir une transition continue de la phase

non-axisymétrique sans con�nement à la phase non-axisymétrique con�née. C'est pour

cela qu'on cherche les transformées conformes des tores con�nés en un seul cercle et des

tores con�nés en une surface. Cependant, si on applique la transformation à une forme

con�née, nous devons tenir compte des conditions aux bords et de l'équilibre des forces

agissant sur la membrane, c'est ce que nous développons dans la prochaine sous-section.
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

1.4.2 Transformations conformes de tores axisymétriques

con�nés

Considérons la transformation conforme (1.44) d'une surface axisymétrique X,

X̄ =
X
X2 + Λ(
X
X2 + Λ

)2

(
1− Λ2

)
+ Λ, (1.55)

avec Λ ∈ R3. On obtient la surface déformée X̄ qui est axisymétrique uniquement

lorsque Λ est parallèle à l'axe de symétrie. Les vecteurs tangents de la surface transfor-

mée sont [39]

ēa = ∂aX̄ =
(1− Λ2)

|X0 + Λ|2

(
e0

a −
2 [(X0 + Λ) · e0

a] (X0 + Λ)

|X0 + Λ|2

)
(1.56)

avec X0 = X
X2 et e0

a = ∂X0 = (ea − 2 (X · ea) X) / |X|2.

La métrique de la surface transformée, qui est dé�nie par ḡab = ēa · ēb s'écrit

ḡab =
(1− Λ2)

2∣∣∣ X
|X|2 + Λ

∣∣∣4 |X|4 gab. (1.57)

On oriente la normale dans le sens extérieure de la membrane. La transformée de la

normale qui est n̄ = ēa×ēb

|ēa×ēb|
s'écrit alors

n̄ = −n0 +
2 [n0 · (X0 + Λ) (X0 + Λ)]

|X0 + Λ|2
(1.58)

où n0 = −n + 2(n·X)X

|X|2 .

En calculant ∂aēb

∂aēb =
(
1− Λ2

){ ∂ae
0
b

|X0 + Λ|2
− 2 [(X0 + Λ) · e0

a] e0
b

|X0 + Λ|4
− 2 [(X0 + Λ) · e0

b] e0
a

|X0 + Λ|4

−2 (X0 + Λ)

[
g0
ab + (X0 + Λ) · ∂ae0

b

|X0 + Λ|4
− 4 [(X0 + Λ) · e0

b] [(X0 + Λ) · e0
a]

|X0 + Λ|6

]}

36



1.4. Transformations conformes pour générer des solutions non-axisymétriques

et en le projetant sur la normale n̄ on obtient le tenseur de courbure extrinsèque K̄ab =

−n̄ · ∂aēb

K̄ab =
(
1− Λ2

){ −K0
ab

|X0 + Λ|2

−2 [n0 · (X0 + Λ)]

[
g0
ab + (X0 + Λ) · ∂ae0

b

|X0 + Λ|4
− 4 [(X0 + Λ) · e0

b] [(X0 + Λ) · e0
a]

|X0 + Λ|6

]
−2 [n0 · (X0 + Λ)] (X0 + Λ)

|X0 + Λ|2

[
∂ae

0
b

|X0 + Λ|2
− 2 [(X0 + Λ) · e0

a] e0
b

|X0 + Λ|4
− 2 [(X0 + Λ) · e0

b] e0
a

|X0 + Λ|4

]
+4 [n0 · (X0 + Λ)]

[
g0
ab + (X0 + Λ) · ∂ae0

b

|X0 + Λ|4
− 4 [(X0 + Λ) · e0

b] [(X0 + Λ) · e0
a]

|X0 + Λ|6

]}
=

(1− Λ2)

|X0 + Λ|2

{
−K0

ab +
2g0

ab [n0 · (X0 + Λ)]

|X0 + Λ|2

}
. (1.59)

Si les lignes de courbures principales sont prises comme étant les lignes tangentes aux

vecteurs ea,b , alors la première et la seconde forme fondamentales sont diagonales. Ces

lignes sont les lignes de courbures principales de la forme transformée également et la

courbure principale se déduit

K̄i =
K̄ii

ḡii
=
|X0 + Λ|2

(1− Λ2)

{
−K0

i +
2 [n0 · (X0 + Λ)]

|X0 + Λ|2

}
(1.60)

avec K0
i = − |X|2Ki + 2n ·X. La dérivée est donnée par

∂aK̄i =
1

(1− Λ2)

{
− |X0 + Λ|2 ∂aK0

i − 2 (X0 + Λ) · e0
aK

0
i + 2

[
(X0 + Λ) · ∂an0 + n0 · e0

a

]}
=

1

(1− Λ2)

{
− |X0 + Λ|2 ∂aK0

i + 2 (X0 + Λ) ·
(
Kb0
a e0

b −K0
i e

0
a

)}
(1.61)

où nous avons utilisé l'équation de Weingarten dans la seconde étape.

Pour décrire la surface axisymétrique de départ, on choisit les coordonnées (s, φ). Les

lignes des coordonnées sont les lignes de courbures principales K1 = K⊥ = ψ̇ et K2 =

K‖ = sinψ/ρ. Pour chaque portion de la surface qui est en contact avec le con�nement

sphérique (les lignes de contact circulaires inclues) on a K⊥ = K‖ = 1 . En suivant

l'équation 1.60 on obtient les courbures principales des surfaces transformées. Sur la
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sphère, on a |X|2 = 1, n = X et donc K0
i = 1 . De plus, X0 = X, n0 = n, et

K̄i =
1

(1− Λ2)

[
− |X + Λ|2 + 2n · (X + Λ)

]
(1.62)

=
1

(1− Λ2)

[
−1− 2X ·Λ− Λ2 + 2 (1 + n ·Λ)

]
= 1. (1.63)

On a donc bien, pour un coe�cient d'adhésion nul, les conditions de continuité 1.34 et

1.35 sur les courbures au niveau des lignes de contact qui restent satisfaites.

Les vecteurs tangents et la normale sur la ligne de contact sont donnés par e0
a = ea,

n0 = n, et

ēa =
(1− Λ2)

|n + Λ|2

(
ea −

2 (Λ · ea) (n + Λ)

|n + Λ|2

)
, (1.64)

n̄ = −n +
2 (1 + n ·Λ (n + Λ))

|n + Λ|2
. (1.65)

La métrique est diagonale avec ḡab =
(1−Λ2)

2

|n+Λ|4 gab. En tenant compte du fait que Kb
a ainsi

que Kb0
a sont diagonaux, Kb0

a e0
b−K0

i e
0
a = (K0

a −K0
i ) ea = 0. De ce fait, le dernier terme

de l'équation 1.61 s'annule et on obtient pour la dérivée des courbures principales la

formule suivante

∂aK̄i =
− |n + Λ|2 ∂aK0

i

(1− Λ2)
=
|n + Λ|2

(1− Λ2)
∂aKi. (1.66)

A�n de déterminer les forces extérieures dues au con�nement, on considère le tenseur

de contrainte de la membrane �uide (normalisé du pré-facteur κ) [40]

fa =

{
K

(
Kab − 1

2
Kgab

)
−

[
P̃

2
(X · n) + σ̃

]
gab

}
eb −

[
∇aK − P̃

2
(X · ea)

]
n.

(1.67)

En projetant sur le vecteur unitaire l = lae
a perpendiculaire à la ligne de contact on

38



1.4. Transformations conformes pour générer des solutions non-axisymétriques

obtient la densité locale de force

laf
a =

{
1

2

(
K2
⊥ −K2

‖
)
−

[
P̃

2
(X · n) + σ̃

]}
l−

[
∇⊥K −

P̃

2
(X · l)

]
n (1.68)

=

[
1

2

(
ψ̇2 − sin2 ψ

ρ2

)
−

(
P̃

2
(X · n) + σ̃

)]
es

−

[
ψ̈ +

ψ̇ cosψ

ρ
− cosψ sinψ

ρ2
− P̃

2
(X · l)

]
n, (1.69)

où la deuxième ligne correspond aux surfaces axisymétriques. Au niveau de la ligne de

contact circulaire on a

laf
a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)
es − ψ̈n. (1.70)

Pour les formes surfaces transformées conformes on obtient (les variations du tenseur

de contrainte sous une transformation conforme sont données dans [41�43] )

l̄af̄
a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)
ēs√
ḡss
− |n + Λ|2

(1− Λ2)
ψ̈n̄ (1.71)

= −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
es −

2 (Λ · es) (n + Λ)

|n + Λ|2

)
+
|n + Λ|2

(1− Λ2)
ψ̈

[
n− 2 (1 + n ·Λ) (n + Λ)

|n + Λ|2

]

= −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
es (1 + Λ2)− 2Λ (Λ · es) + 2Λ× eφ

|n + Λ|2

)
+ψ̈

[
−n (1−Λ2)− 2Λ (1 + n ·Λ)

(1−Λ2)

]
. (1.72)

A�n d'analyser l'équilibre des forces, considérons d'abord les transformations conformes

le long de l'axe z : Λ = Λzz. Les projections de la normale des vecteurs tangents sur

les vecteurs de bases s'écrivent

ρ · es = −z · n = cosψ, (1.73)

ρ · n = z · es = sinψ. (1.74)

Avec

n + Λ = sinψρ+ (Λz − cosψ) z, (1.75)
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on obtient les projections

ρ · l̄af̄a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
cosψ − 2Λz sin2 ψ

|n + Λ|2

)
+
|n + Λ|2

(1− Λ2
z)
ψ̈

[
sinψ − 2 (1− Λz cosψ) sinψ

|n + Λ|2

]

= −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
cosψ (1 + Λ2

z)− 2Λz

1− 2Λz cosψ + Λ2
z

)
− ψ̈ sinψ, (1.76)

z · l̄af̄a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
sinψ − 2Λz sinψ (Λz − cosψ)

|n + Λ|2

)
+
|n + Λ|2

(1− Λ2
z)
ψ̈

[
− cosψ − 2 (1− Λz cosψ) (Λz − cosψ)

|n + Λ|2

]
(1.77)

= −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
sinψ (1− Λ2

z)

1− 2Λz cosψ + Λ2
z

)
+

ψ̈

(1− Λ2
z)

[
cosψ

(
1 + Λ2

z

)
− 2Λz

]
. (1.78)

Les solutions axisymétriques que l'on considère sont également symétriques par rapport

au plan (xy). Les deux lignes de contact circulaires qui sont à ψ+ = π
2

+γ et ψ− = π
2
−γ

sont transformées en deux cercles de longueurs di�érentes. A�n de calculer la force

extérieure totale, nous devons d'abord déterminer les nouvelles positions des cercles de

contact.

Avant la transformation, nous avons la paramétrisation des deux cercles

X± (φ) = sinψ±ρ− cosψ±z + φeφ (1.79)

après la transformation on a toujours la symétrie axiale mais plus la symétrie par

rapport au plan (xy)

X̄± (φ) = λ± sinψ±ρ+ [λ± (Λz − cosψ±) + Λz] z + φeφ (1.80)

avec

λ± =
1− Λ2

z

1− 2Λz cosψ± + Λ2
z

. (1.81)
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On obtient pour les nouvelles lignes de contact

ψ̄± =
π

2
+ arctan

[
λ± (Λz − cosψ±) + Λz

λ± sinψ±

]
. (1.82)

La longueur des lignes de contact est alors

L̄± = 2π sin ψ̄± = 2πλ± sinψ±. (1.83)

Les composantes horizontales de la force s'équilibrent entre elles du fait de la symétrie

axiale. Par contre, l'absence de force dans la direction verticale n'est pas aussi évidente.

Cette condition s'écrit

0 = z ·
(

2πλ+ sinψ+

(
l̄af̄

a
)

+
+ 2πλ− sinψ−

(
l̄af̄

a
)
−

)
(1.84)

⇐⇒ 0 =
−C cos γ (1− Λ2

z)
2

(1 + 2Λz sin γ + Λ2
z)

2 +
− sin γ (1 + Λ2

z)− 2Λz

1 + 2Λz sin γ + Λ2
z

+
−C cos γ (1− Λ2

z)
2

(1− 2Λz sin γ + Λ2
z)

2

+
sin γ (1 + Λ2

z)− 2Λz

1− 2Λz sin γ + Λ2
z

, (1.85)

où nous avons introduit le paramètre C =

(
P̃
2

+σ̃
)

ψ̈
.

Pour γ = 0, i. e., les solutions qui sont con�nées en un seul cercle, cette condition

implique

0 = C
(
1− Λ2

z

)2
+ 2Λz

(
1 + Λ2

z

)
. (1.86)

Considérons maintenant les transformations conformes dans le plan (xy). Dans ce cas,

la symétrie axiale est brisée et la symétrie par rapport au plan (xy) est préservée.

On peut supposer, sans perdre le caractère général de l'étude, Λ = Λxx.

Avec

n + Λ = sinψρ− cosψz + Λxx, (1.87)

ρ = cosφx + sinφy (1.88)

on obtient les projections

ρ · l̄af̄a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
cosψ (1 + Λ2

x)− 2Λ2
x cos2 φ cosψ

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x

)
− ψ̈

(1− Λ2
x)

[
sinψ

(
1− Λ2

x

)
+ 2Λx cosφ (1 + Λx sinψ cosφ)

]
, (1.89)
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x · l̄af̄a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)
cosψ

(
cosψ (1− Λ2

x)

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x

)
− ψ̈

(1− Λ2
x)

[
sinψ cosφ

(
1− Λ2

x

)
+ 2Λx

]
, (1.90)

y · l̄af̄a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)
sinψ

(
cosψ (1− Λ2

x)

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x

)
− ψ̈ sinψ sinφ, (1.91)

z · l̄af̄a = −

(
P̃

2
+ σ̃

)(
sinψ (1 + Λ2

x) + 2Λx sinφ

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x

)
+ ψ̈ cosψ. (1.92)

Les deux lignes de contact circulaires à ψ± = π
2
± γ sont transformées en deux courbes

qui ne sont plus parallèles au plan (xy). Ces courbes sont données par

X̄± (φ) = [λ± (sinψ± cosφ+ Λx) + Λx] x + λ± sinψ± sinφy − λ± cosψ±z, (1.93)

avec

λ± =
1− Λ2

x

1 + 2Λx sinψ± cosφ+ Λ2
x

. (1.94)

La force totale appliquée sur chaque courbe est donnée par

F =

ˆ 2π

0

dφ
√
ḡφφl̄af̄

a (1.95)

avec
√
ḡφφ = λ sinψ.

Les composantes verticales de la force s'équilibrent entre elles grâce à la symétrie par

rapport au plan (xy). Sur le plan horizontal, on obtient l'équation suivante qui doit être

satisfaite pour les deux lignes de contact à l'équilibre

0 =

ˆ 2π

0

dφ
(1− Λ2

x) sinψ

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x

x · l̄af̄a =

ˆ 2π

0

dφ
(1− Λ2

x) sinψ

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x

y · l̄af̄a.

(1.96)

L'intégration de la projection sur y est trivialement égale à zéro car

ˆ 2π

0

dφ
sinφ

(A+B cosφ)n
= 0 (1.97)
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avec A > B > 0 constants et n ∈ N. La projection sur x donne la condition sur Λx :

0 =

ˆ 2π

0

dφ


(
P̃
2

+ σ̃
)

(1− Λ2
x)

2
cosψ sinψ

(1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x)

2 cosφ+
ψ̈ sinψ [sinψ cosφ (1 + Λ2

x) + 2Λx]

1 + 2Λx cosφ sinψ + Λ2
x


= −

(
P̃
2

+ σ̃
)

4πΛx (1− Λ2
x)

2
cosψ sin2 ψ

(1 + 2Λ2
x cos 2ψ + Λ4

x)
3/2

+ ψ̈ sinψ

[
4πΛx

(1 + 2Λ2
x cos 2ψ + Λ4

x)
1/2

+
π (1 + Λ2

x)

Λx

(
1− 1 + Λ2

x

(1 + 2Λ2
x cos 2ψ + Λ4

x)
1/2

)]
(1.98)

⇐⇒ 0 = −4CΛx (1− Λ2
x)

2
cosψ sinψ

(1 + 2Λ2
x cos 2ψ + Λ4

x)
3/2

+
4Λx

(1 + 2Λ2
x cos 2ψ + Λ4

x)
1/2

+
1 + Λ2

x

Λx

(
1− 1 + Λ2

x

(1 + 2Λ2
x cos 2ψ + Λ4

x)
1/2

)
. (1.99)

Pour ψ = π
2
, la seule solution triviale est pour Λx = 0. Ce cas correspond aux solutions

en contact en un seul cercle avec le con�nement,

On observe donc que la force totale qui agit sur la membrane n'est équilibrée que pour

des valeurs spéci�ques de Λ. Ce qui implique que les transformations conformes dé�nies

dans l'équation 1.44 n'engendrent pas des surfaces équilibrées en général. Cependant,

dans la section 6, nous utilisons ces surfaces transformées comme mailles initiales pour

une simulation à élément �nis dans le but d'obtenir les surfaces équilibrées. Nous mon-

trerons alors que celles-ci sont de bonnes approximations.

1.5 Diagramme des phases global

Dans cette section, nous complétons le diagramme des phases axisymétrique de la �g-

ure 1.7 en générant les phases non-axisymétriques. Pour ce faire, chaque solution ax-

isymétrique est transformée à l'aide des transformations conformes 1.44 en une solution

non-axisymétrique qui a la même énergie de courbure mais dont l'aire et le volume
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

di�èrent. Ainsi, chaque point du diagramme des phases peut correspondre à plusieurs

solutions di�érentes. En comparant les énergies de chacune d'entre elles, on obtient le

diagramme des phases de la �gure 1.9, où l'on n'a représenté que les minima globaux.

Nous discutons également des modi�cations apportées au diagramme axisymétrique 1.7

.

On distingue deux types de régions, les régions axisymétriques (sans pointillés) et les

régions non-axisymétriques (avec les pointillés). Ces deux régions sont séparées par

une ligne (la ligne noire [D2]) sur laquelle se trouvent les minima axisymétriques à

aire �xe. Ce sont ces minima auxquels on applique des transformations conformes pour

augmenter leur volume réduit. La région non-axisymétrique est donc entièrement formée

de transformées conformes des tores axisymétriques se trouvant sur la lignes [D2] et sur

la ligne de ronds bleus des tores de Cli�ord.

Pour de faibles aires, on a la région orange claire en pointillés qui représente la région des

transformées conformes du tore de Cli�ord. Celle-ci est limitée par la ligne bleue [3] qui

représente les transformations conformes du tore de Cli�ord qui frôlent le con�nement

en un seul cercle. Si on augmente l'aire, on a la région orange des tores circulaires

con�nés en un seul cercle non axisymétrique. Celle-ci est limitée par la ligne verte

[C1] qui est la branche des tores con�nés en un seul cercle dont la courbure au niveau

du cercle de contact est égale à celle du container. Elle ne peut donc pas décroître

davantage. En augmentant encore l'aire on trouve les régions con�nées en une surface,

circulaires en rouge et en faucille en vert. Ces deux régions sont séparées par la ligne

noire [C2], qui marque un changement de phase continu. En�n, la limite des grandes

surfaces reste la ligne noire discontinue [L] qui représente les tores non-axisymétriques

dont les necks fusionnent lorsque vr tend vers 1, formant ainsi deux sphères incluses

l'une à l'intérieure de l'autre, c'est la limite des selfs-contacts. En dessous de la ligne

[D2] on a les régions axisymétriques inchangées par rapport à la �gure 1.7.

La �gure 1.10 représente l'énergie de courbure en fonction du volume réduit des branches

particulières du diagramme 1.9. On retrouve la ligne cyan [1] des solutions libres en fau-

cille ainsi que la ligne noire discontinue [L] de la limite des self-contacts. La ligne rouge

[2] de la branche circulaire libre s'arrête au niveau du tore de Cli�ord représenté par
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le rond bleu. Au delà de ce volume réduit on a les transformées conformes du tore de

Cli�ord (la ligne bleue [3]). La partie croissante de la courbe (eb, vr) de la branche [2]

axisymétrique pour des volumes réduits supérieurs à vrCl est supprimée car dans le dia-

gramme des phases 1.9 ces solutions sont remplacées par les formes circulaires con�nées

en un seul cercle non-axisymétriques. La ligne verte [C1] est inchangée jusqu'au rond

violet, qui représente son minimum axisymétrique. Pour des volumes réduits supérieurs,

on obtient les transformées conformes de ce minimum que sont les tores circulaires con-

�nés en un seul cercle et dont la courbure au niveau du cercle de contact est égale à

celle du container.

La ligne à aire �xe a = 0.7 (la ligne jaune [I]) reste inchangée par rapport à la �gure 1.10.

La ligne [II] violet (a = 0.9) reste inchangée jusqu'au rond violet qui représente son

minimum axisymétrique. Au delà, l'axisymétrie se brise, et on a les solutions circulaires

con�nées en un seul cercle non-axisymétriques jusqu'au triangle bleu. Là, la membrane

se détache du con�nement et prend la forme des transformées conformes du tore de

Cli�ord. La ligne rose (III) (a = 1.1), est également inchangée pour toute la phase

axisymétrique qui va jusqu'au rond rose. Pour des volumes réduits supérieurs on a des

formes en faucilles con�nées en une surface non-axisymétriques. Au niveau du triangle

rose, la courbe atteint la zone des self-contacts dans laquelle notre modèle n'est plus

valide.

En�n, la ligne noire [D2] représente la ligne de séparation entre la phase axisymétrique

(à gauche) et la phase non-axisymétrique (à droite). Cette ligne relie les cercles rose,

violet et bleu ainsi que tous les minimas axisymétriques des courbes (eb, vr) à aire �xe,

à angle de détachement �xe, ou à ψ̈0 �xe.

A�n d'illustrer les di�érentes phases du diagramme, nous représentons les coupes des

images 3D de l'évolution d'une solution à volume réduit �xe lorsque l'on augmente sa

surface. Ces solutions correspondent aux triangles noires dans le diagramme 1.9.

Pour un volume réduit vr = 0.7 nous avons la �gure 1.11. En haut à gauche on a la

membrane d'aire a = 0.5, elle est du type circulaire et n'est pas en contact avec la paroi

sphérique. Si on augmente l'aire jusqu'à a = 0.8 on traverse la ligne rouge [2] des formes

circulaires libres qui frôlent le con�nement en un seul cercle. On est alors dans la phase
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.9: Diagramme des phases du volume réduit en fonction de l'aire des solutions
con�nées axisymétriques et non-axisymétriques. Les phases non-axisymétriques sont
hachurées. En orange-rouge les formes circulaires et en vert les formes en faucille. Les
couleurs claires représentent les phases libres. Les couleurs intermédiaires représentent
les phases de con�nement en un seul cercle. Les couleurs foncées correspondent au
con�nement en une surface. La région blanche est la région des self-contacts. Pour la
signi�cation des lignes voir le texte. [44]
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1.5. Diagramme des phases global

Figure 1.10: Énergies de courbure eb en fonction du volume réduit vr des branches
limitant les di�érentes phases de la �gure 1.9, ainsi que des lignes à aire �xes I-III.
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a = 0.50 a = 0.80 a = 0.90

a = 1.15a= 1.10

Emax

0

Figure 1.11: Évolution d'une solution à volume réduit �xe vr = 0.7 lorsque l'on aug-
mente son aire a. L'échelle des couleurs correspond à la densité d'énergie de courbure.

du con�nement circulaire. En augmentant encore l'aire, on traverse la ligne verte [C1]

et on passe à la zone de con�nement en une surface. On a d'abord les solutions à pro�les

circulaires (a = 0.9) puis celles en faucilles (a = 1.1), en e�ectuant une transition de

phase continue via la ligne noire [C2]. En�n pour de très grandes aires, on passe la

ligne [D2] noire qui représente la ligne de brisure de symétrie. Pour a = 1.15 on a une

membrane toroïdale non-axisymétrique con�née en une surface.

Pour un volume réduit vr = 0.6 nous avons la �gure 1.12. Lorsque a = 0.5 la mem-

brane est dans la phase libre circulaire. Ensuite, pour a = 0.8, elle est dans la phase de

con�nement en un seul cercle circulaire (après avoir traversé la ligne rouge [2]). Cepen-

dant, si on augmente encore l'aire, la membrane interne n'accroît pas sa surface de

contact comme dans le cas du volume réduit vr = 0.7. Au contraire, celle-ci se détache
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du container via la transition de phase discontinue représentée par la ligne discontinue

bleue [D1]. Elle prend la forme sans contact en faucille qui est la forme la plus stable

(a = 1.0). Dans cette région, la forme con�née en une surface est un état métastable.

À partir de la forme en faucille à aire a = 1.0 , on augmente l'aire et on arrive à la

ligne cyan [1] des formes en faucille frôlant le container. Ensuite, on a la phase de con-

�nement en un seul cercle en faucille (a = 1.2) suivie de la phase de con�nement en

une surface. L'axisymétrie se brise alors pour des aires plus grandes (a = 1.26), c'est

la phase non-axisymétrique con�née en faucille. Les points de jonction des apex des

pro�les en faucille sont appelés les necks. Plus on a une aire élevée, plus ces necks de-

viennent étroits. En s'approchant de la ligne noire discontinue [L] ceux-ci se referment.

La membrane interne prend alors la forme de deux sphères incluses l'une à l'intérieur

de l'autre.

Ainsi, nous avons déterminé le diagramme des phases de l'aire en fonction du volume

réduit des membranes toroïdales con�nées dans une sphère. Cependant, dans la méthode

utilisée nous ne nous sommes pas intéressés à l'équilibre des forces de contact. Pour

étudier l'in�uence de ces forces nous utilisons un programme de simulation numérique

que nous exposons dans la prochaine section.

1.6 Simulation numérique

A�n d'étudier l'équilibre des forces, nous utilisons un code de simulation basé sur l'inté-

gration des équations de Newton en modélisant la surface par des éléments �nis suivant

les méthodes développées par Klug et al. [45, 46]. Son fonctionnement est décrit ci-

dessous.

1.6.1 Description du code

Les calculs analytiques exposés précédemment nous donnent les expressions formelles

et les conditions aux limites pour obtenir la surface du tore con�né en équilibre. Cepen-
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Figure 1.12: Évolution d'une solution à volume réduit �xe vr = 0.6 lorsque l'on aug-
mente son aire a. L'échelle des couleurs correspond à la densité d'énergie de courbure.

dant, pour e�ectuer un calcul numérique sur ces surfaces, on doit d'abord les discrétiser

en éléments �nis [45,46].

On part d'une solution axisymétrique analytique. Celle-ci a le même pro�le quel que

soit l'angle azimutal φ des coordonnées cylindriques. A�n d'avoir une maille tridimen-

sionnelle on reproduit le même pro�le sur plusieurs angles φn pris à des intervalles

constants ∆φ. Ainsi on a plusieurs plans adjacents, chacun contenant la même courbe

fermée paramétrée par la longueur d'arc s. Ensuite, nous devons établir un pas sur

la longueur d'arc ∆s pour discrétiser les pro�les. ∆s est donc la distance entre deux

points successifs du même plan à angle azimutal φ constant. Pour ce faire, on calcule la
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distance entre le premier point du plan φ = 0, (s = 0, z = 0, ρ1 = 1, ψ = π
2
, φ = 0) et

le premier point du plan suivant (s = 0, z = 0, ρ1 = 1, ψ = π
2
, φ = ∆φ) . Étant donné

la symétrie axiale, cette distance est la même quels que soient les deux plans adjacents

choisis. Cette distance vaut d = ρ1∆φ, et représente le pas en longueur d'arc que l'on

considère entre le premier et le deuxième point du même plan, i. e. ∆s1→2 = ρ1∆φ. On

répète cette opération pour tous les points i du pro�le de telle sorte que ∆si→i+1 = ρi∆φ

jusqu'à ce que l'on ferme la courbe en rejoignant le premier point. Ainsi, on obtient

une maille composée de carrés élémentaires dont les cotés sont les liens entre deux

points successifs du même plan à φ constant, et les liens entre deux points analogues

(de même longueur d'arc) de deux plans successifs. On divise ensuite ces carrés en deux

pour obtenir des triangles élémentaires quasi-équilatéraux. Ces triangles ont la propriété

de rapetisser lorsque la courbure grandit près de l'axe de symétrie, car si ρi diminue

∆si→i+1 diminue aussi. Ceci est nécessaire pour avoir une grande précision sans trop

augmenter le nombre de noeuds.

Une fois les mailles axisymétriques obtenues, on déduit les mailles non-axisymétriques

en appliquant les transformations conformes sur chaque noeud et en laissant invariant les

connectivités. En faisant cela, on préserve la proportionnalité inversée entre l'intensité

de la courbure et la taille des triangles.

Les membranes que nous étudions ont une énergie déterminée par l'équation 1.3. Comme

cette énergie est une intégrale sur la courbure, nous devons utiliser des surfaces élémen-

taires dont les dérivées sont continues. Nous suivons donc l'approche déjà établie dans

la référence [3] . Dans ces travaux, les membranes lipidiques sphériques con�nées ont été

simulées en utilisant la méthode de Klug des éléments �nis appliqués aux membranes

�uides et en tenant compte des contraintes du container.

La surface de la membrane toroïdale est alors composée de N noeuds et de 2N triangles.

A l'intérieur de ces triangles, la position x de chaque point est interpolée comme suit

x (s, φ) =
N∑
a=1

xaN
a (s, φ) , (1.100)

où xa est la position du noeud a et les fonctions Na sont les fonctions tests proposées

dans la référence [47].
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Puis, chaque noeud de la membrane est soumis à plusieurs forces. On a d'abord la force

qui tend à minimiser l'énergie de courbure

Eb =

ˆ
Ω

κ

2
(2H − C0) dA. (1.101)

On implémente ensuite des contraintes globales sur l'aire et le volume via des énergies

supplémentaires EA = µA
2

(A− A0)2 et EV = µV
2

(V − V0)2. Pour l'aire, on peut égale-

ment implémenter une contrainte locale où l'aire est �xée au niveau de chaque triangle

élémentaire.

La force fMa due à la membrane appliquée au noeud a est obtenue par la variation de

l'énergie par rapport à la variation de la position xa du noeud. Celle ci est calculée

numériquement par l'équation

fMa = − ∂E
∂xa

. (1.102)

On introduit également une force arti�cielle, fRa qui permet de préserver la taille des

liens de manière à avoir toujours des triangles équilatéraux. Elle s'écrit

fRa =
∑
i

k
(
li − l0i

)
ei (1.103)

où la somme se fait sur tous les liens connectés au noeud a. l0i représente la longueur

idéale que devrait avoir le lien li pour former des triangles équilatéraux. ei est le vecteur

unitaire portant le lien li.

Le con�nement agit quant à lui uniquement sur les noeuds a qui sont sortis de la paroi

d'une distance da non nulle. La force de contact est alors

fC1
a = kd2

an (1.104)

avec n le vecteur normal à la surface.

En�n, pour éviter les self-contacts, nous rajoutons une force fC2
a qui minimise la longueur

du contour d'intersection entre deux triangles [48].

Une fois que la somme des forces agissant sur le noeud a est calculée, on intègre les

équations di�érentielles de Newton par la méthode de Newmark [49], en prenant les
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1.6. Simulation numérique

paramètres γ = 1 et β = 1
4
. On obtient alors le déplacement du noeud a. On e�ectue

ces déplacements sur tous les noeuds de la maille un grand nombre de fois jusqu'à ce

que la solution converge vers une forme stable.

Grâce à ce code de simulation, nous pouvons étudier l'équilibre des solutions ainsi que

la distribution des forces de contact sur la membrane.

1.6.2 Équilibration des solutions analytiques

A l'aide du programme décrit ci dessus, nous testons la stabilité des solutions du di-

agramme des phases (�gure 1.9). Nous prenons des mailles initiales d'environ 4000

noeuds. On �xe l'aire totale et le volume et on laisse le système s'équilibrer.

Les solutions axisymétriques restent stables et ne changent pas de forme lors des simu-

lation, comme le montre l'exemple illustré dans la �gure 1.13 (a). La forme analytique

initiale est représentée en pointillés noirs, la forme équilibrée à la �n de la simulation

est représentée par la ligne continue rouge. La ligne rouge discontinue représente les

forces de contacts agissant sur la membrane (équation 1.104). Dans le cas des formes

axisymétriques, les forces de contact se situent uniquement au niveau des lignes de

détachement.

Dans le cas des régions non-axisymétriques, les formes initiales (transformées conformes

des solutions axisymétriques) ont changé légèrement. Ces nouvelles formes ont la même

énergie de courbure (dans la marge d'erreur de la simulation), ce qui a changé, c'est

la distribution des forces de contact. Les formes non-axisymétriques transformées con-

formes subissent des forces de contact en deltas au niveau des deux lignes de détache-

ment, comme c'est le cas pour les formes axisymétriques. Cependant cette distribution

des forces n'assure pas un équilibre global (section 1.4.2). La forme de la membrane

interne change donc forcément au cours de la simulation jusqu'à s'équilibrer lorsque

toutes les forces de contact s'annihilent. Dans la �gure 1.13 (b), on voit les forces de

contact à la �n de la simulation représentées par la ligne rouge discontinue. En plus des

forces en deltas au niveau des deux lignes de contact, une force di�use s'applique sur
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

(a) (b)

Figure 1.13: Équilibre des forces de contacts avec la simulations. En ligne discontinue
noire, le pro�le de la solution analytique. La ligne rouge continue représente le pro�le
de la membrane à la �n de la simulation. La ligne rouge discontinue représente la
distribution des forces de contact.

toute le surface de contact avec une intensité variable selon la direction de l'excentric-

ité. Si le centre du tore est décalé vers la droite, la force de contact supplémentaire est

élevée sur le coté gauche et quasi-nulle sur le coté droit.

Concernant le module de la force de contact, celui-ci varie avec l'aire et le volume réduit.

Il est intéressant de suivre cette variation à volume réduit �xe a�n de comprendre

le changement qu'apporte chaque phase. Par exemple, considérons le volume réduit

vr = 0.7. La �gure 1.14 représente conjointement l'énergie de courbure eb et la densité

de force f0 sur les lignes de contact en fonction de l'aire. Pour de faibles surfaces on a

la phase libre circulaire (orange claire). Dans cette phase il n'y a bien sûr aucune force

de contact et l'énergie de courbure est constante. Pour une aire légèrement supérieure

à 0.7 , la membrane interne entre en contact avec le container et est dans la phase de

con�nement en un seul cercle (orange foncé). Dans cette phase, plus l'aire augmente plus

la force de contact et l'énergie de courbure augmentent, alors que la courbure au niveau
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du cercle de contact diminue. Lorsque cette courbure atteint celle du container ( la

ligne [C1] verte) le con�nement se fait sur une surface. L'énergie de courbure continue

de croître avec l'aire sur toute la phase de con�nement en une surface. La force de

contact augmente légèrement avec l'aire lors de la phase circulaire con�née puis décroît

lors de la phase en faucille axisymétique stable. Celle-ci atteint un minimum autour de

a = 1.12 qui correspond au point de brisure de l'axisymétrie (la ligne [D2]). La partie

de la courbe f0(a) pour a > 1.12 représente les solutions axisymétriques métastables.

1.6.3 Comparaison avec la topologie sphérique

Le programme de simulation décrit ci-dessus a été également utilisé pour étudier le

con�nement des membranes de topologie sphérique [3]. Une comparaison des énergies

des deux topologies obtenues à partir du même code est donc intéressante.

Pour le cas des membranes libres, la topologie toroïdale a une énergie de courbure in-

férieure si le volume réduit vr < 0.72. Au delà c'est la topologie sphérique qui est la

plus stable. Lorsque l'on a un con�nement on observe un comportement di�érent. Dans

le tableau 1.1, nous avons rapporté les énergies de courbures eκ des deux topologies

ainsi que les phases toroïdales correspondantes pour plusieurs aires a et volumes v. On

observe que pour tous les aires et volumes considérés, les énergies de courbure de la

topologie toroïdale sont inférieures. Cependant cette comparaison des énergies de cour-

bures n'est pas su�sante pour déterminer la topologie la plus stable de la membrane.

Lorsque l'on considère des topologies di�érentes on doit tenir compte de l'expression

complète de l'énergie de Helfrich, équation 1.1. En unités réduites cette énergie s'écrit

e =
E

8πκ
= eκ + eκ̄, (1.105)

avec eκ l'énergie de courbure et eκ̄ le terme dû à la courbure de Gauss. Pour la topologie

sphérique esphκ̄ = κ̄
2κ
, tandis que pour la topologie toroïdale etorκ̄ = 0.

Pour les membranes lipidiques usuelles κ̄
κ
≈ −1 [50], le système a donc une énergie sup-

plémentaire ∆eκ̄ ≈ 1
2
lors du passage de la topologie sphérique à la topologie toroïdale.

Comme les di�érences dans les énergies de courbure des deux topologies ne sont jamais
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.14: Variations de la densité de la force de contact f0 et de l'énergie de courbure
eb en fonction de l'aire a pour un volume réduit vr = 0.7. Les couleurs et les noms des
lignes correspondent à ceux attribués dans le diagramme des phases de la �gure 1.9.
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(a, v) esphκ etorκ phase toroïdale correspondante
(1.1, 0.9) 1.91 1.88 non-axisymétrique con�né
(1.2, 0.9) 1.97 1.97 non-axisymétrique con�né
(1.1, 0.8) 1.95 1.87 axisymétrique con�né
(1.2, 0.8) 1.98 1.94 axisymétrique con�né
(1.3, 0.8) 1.99 1.97 non-axisymétrique con�né
(1.1, 0.7) 1.99 1.94 non con�né
(1.2, 0.7) 1.99 1.97 non con�né
(1.3, 0.7) 2.00 1.98 non con�né
(1.4, 0.7) 2.00 1.98 axisymétrique con�né

Table 1.1: Comparaison des énergies de courbures eκ entre les topologies sphériques
et toroïdales pour di�érentes valeurs de l'aire a et du volume v.

supérieures à 1
2
(tableau 1.1), la topologie sphérique est la plus stable. Cependant pour

des membranes avec de plus grandes rigidités gaussiennes, surtout si κ̄
κ
> 0 , c'est la

topologie toroïdale qui est la plus stable.

1.7 In�uence de l'adhésion au container

Lorsque l'on a dans la nature une membrane con�née, elle adhère souvent à son con-

tainer. C'est le cas par exemple des deux membranes interne et externe constituant

la mitochondrie. Au niveau des équations analytiques du cas axisymétrique, l'e�et de

l'adhésion apparaît uniquement pour la condition aux limites sur les lignes de contact

ψ̇ (s0) = ψ̇c (s0) +
√
ω (1.106)

On résout ensuite le système d'équations (1.20-1.23) pour di�érentes valeurs du coe�-

cient d'adhésion ω.

Évidemment, les régions sans con�nement du diagramme des phases restent inchangées.

Par contre, l'adhésion in�ue considérablement les phases de con�nement (circulaires et

surfaciques).
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Nous avons représenté dans la �gure 1.15, un zoom du diagramme 1.7 sur la région de

con�nement en un seul cercle. Nous y avons ajouté les trois lignes noires discontinues.

Elles représentent les lignes de passage à la phase de con�nement en une surface pour

ω = 0.1 (la ligne C0.1
1 ), ω = 0.5 (la ligne C0.5

1 ), ω = 1 (la ligne C1
1) et ω = 2 (la ligne

C2
1).

On remarque que plus ω est grand, plus la ligne C1 se décale vers les aires plus petites, les

zones de con�nement en un seul cercle rétrécissent en faveur de la zone de con�nement

surfacique. Par exemple, le tore de Cli�ord qui frôle le container en seul cercle (a =

0.76, vr = 0.71) a une courbure perpendiculaire ψ̇ = 1 +
√

2. Ce qui est exactement la

courbure de contact minimale au delà de laquelle on a un con�nement surfacique pour

ω = 2. Dans ce cas, pour un volume réduit de vr = 0.71 on passe directement de la

phase libre à la phase de con�nement en une surface. En�n pour ω ≥ 6.6, le con�nement

en une surface commence pour des valeurs de l'aire qui ont aussi comme solutions des

tores libres. On a donc deux minima possibles, le plus probable étant la solution libre

qui a l'énergie la plus basse.

Le même comportement est observé pour la phase en faucille. Ceci s'explique par la

relation 1.106. Plus l'adhésion est grande, plus la courbure du tore au niveau du cercle

de contact doit être grande pour avoir un con�nement en une surface. Dans la phase de

con�nement en un seul cercle, la courbure décroît avec l'aire jusqu'à atteindre la valeur

limite donnée par l'équation 1.106. Plus le coe�cient ω est grand, plus cette limite

inférieure est élevée et plus la zone de con�nement en un seul cercle diminue. Ainsi

lorsque le coe�cient d'adhésion est très grand, la membrane interne est con�née sur

une surface pour des formes ayant de grandes courbures, ce qui correspond aux régions

des faibles surfaces.

D'autre part, on montre que plus le coe�cient d'adhésion est grand, plus on obtient

de régions de solutions non symétriques par rapport au plan médian du tore. Par ex-

emple, pour le volume réduit vr = 0.6 le passage de la forme libre à la forme con�née

en une surface peut s'e�ectuer via des formes symétriques, comme dans le cas sans

adhésion de la �gure 1.12, ou via d'autres transformations qui impliquent des formes

moins symétriques, �gure 1.16. Ceci est dû à la forme en faucille qui présente une cour-
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Figure 1.15: Zoom du diagramme des phases du volume réduit en fonction de l'aire
pour le cas axisymétrique sans adhésion, �gure 1.7. Les lignes [Cω

1 ] supplémentaires
représentent les lignes de passage de la phase de con�nement en un seul cercle à la
phase de con�nement en une surface pour di�érentes valeurs de ω.
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1. Membranes lipidiques toroïdales sous confinement

Figure 1.16: Évolution d'une solution à volume réduit vr = 0.6 pour di�érentes valeurs
de l'aire a avec un coe�cient d'adhésion ω = 1. L'échelle des couleurs correspond à la
densité d'énergie de courbure.

bure perpendiculaire plus élevée près des pôles qu'aux niveau de l'équateur. Lorsque le

coe�cient d'adhésion est grand, la courbure perpendiculaire au niveau de la ligne de

contact doit être grande. Le tore s'attache alors à la membrane par un cercle qui n'est

pas sur le plan de symétrie, comme on l'observe dans la �gure 1.16 pour a = 0.75 . En

augmentant l'aire, c'est la zone de contact qui augmente car l'énergie d'adhésion est

négative (�gure 1.16 a = 0.9 et a = 1.2 ) jusqu'à ce que la symétrie par rapport au plan

horizontale est retrouvée (a = 1.23).
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement des membranes lipidiques toroï-

dales. Nous avons utilisé le modèle de Helfrich pour quanti�er les di�érentes énergies

mises en jeu. Ce qui nous a permis d'obtenir les solutions analytiques dans le cas ax-

isymétrique. Ces solutions ont été rassemblées dans un diagramme des phases du volume

réduit en fonction de l'aire. Pour de faibles aires, on retrouve le cas des tores libres sans

con�nement. Pour des aires plus grandes, des transitions de phase se produisent. On a

alors des régions de con�nement de deux types, le con�nement en un seul cercle et le

con�nement en une surface. Le pro�l de la membrane interne présente également deux

aspects distincts, le pro�l circulaire et le pro�l en faucille.

Après cela, nous avons utilisé les transformations conformes pour briser l'axisymétrie

et avoir un diagramme des phases global. Nous avons ainsi obtenu une nouvelle ligne

de transition de phase dans le diagramme, c'est la ligne où la symétrie axiale se brise.

Ensuite, pour valider nos résultats nous avons utilisé un programme de simulation

numérique. Celui-ci nous a également permis d'étudier la distribution des forces de

contact sur la membrane. Nous avons montré que, pour les formes axisymétriques, les

forces de contacts se situent uniquement au niveau des lignes de détachement, tandis

que, pour le cas non axisymétrique, des forces supplémentaires agissent sur toute la

surface en contact avec la paroi rigide. Nous avons également étudié la possibilité d'une

transition entre les deux topologies sphérique et toroïdale. Nous avons déduit que pour

des valeurs habituelles des coe�cients de rigidité de courbure et de rigidité gaussienne,

la topologie sphérique a l'énergie la plus basse.

En�n, nous avons considéré l'in�uence de l'adhésion entre la membrane interne et son

container. Celle-ci modi�e considérablement la phase de con�nement et fait apparaître

des solutions non symétriques par rapport au plan médian.

Avec cette étude, on espère améliorer la compréhension de la morphogenèse des mem-

branes lipidiques con�nées telles les mitochondries. Cependant, notre modèle étant lim-

ité par l'absence de self-contacts, une façon de l'améliorer est d'inclure la possibilité de

fusion de plusieurs parties de la membrane. D'autre part, les �uctuations thermiques

61
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peuvent a�ecter considérablement les changements topologiques [51�53]. Dans ce cas

une interaction attractive apparaît en plus de la répulsion stérique de Helfrich [54].
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Chapitre 2

Con�nement surfacique des polymères

en hélice

2.1 Introduction

Les objets élastiques con�nés présentent une pléthore de formes diverses que l'on peut

observer dans la nature. Il est souvent di�cile de déduire intuitivement la forme orig-

inelle à partir de la forme con�née. En général, un con�nement spatial induit des brisures

de symétrie, c'est le cas par exemple des vésicules membranaires con�nées dans une

sphère [3,44]. Le con�nement de polymères sur plusieurs types de surfaces a été étudié.

On cite, par exemple le cas de �laments con�nés entre deux plaques [7, 55], ou sur

une surfaces sphérique [56]. Dans ces travaux, il est apparu une large variété de formes

(circulaires, ondulatoire et en spirales) ainsi qu'un comportement à température �nie

inexplicable par le modèle des chaînes semi-�exibles habituel.

Dans ce chapitre, nous étudions les �laments en hélice con�nés entre deux plans. Ce

cas présente un grand intérêt que ce soit d'un point de vue théorique ou appliqué.

Di�érentes structures hélicoïdales sont fréquemment créées et manipulées en biotech-

nologie, notamment des nanotubes de carbone [57�59], d'ADN [60] ainsi que des mi-

celles hélicoïdales [61] . Dans le monde vivant, on trouve des micro-organismes entiers
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qui présentent des structures en hélice, souvent acquises de leurs constituants [62]. Les

�laments en hélice sont aussi très fréquents, comme les microtubules [63�65] , les �la-

ments Ftsz [66], Mrb [67], les �agelles des bactéries [68�70], les tropomyosines [71], les

�laments intermédiaires [72] et les actines [73]. Les deux derniers exemples impliquent

la présence de polymères en hélice à proximité ou sur la surface des membranes cel-

lulaires [74]. De récentes études sur le con�nement des actines sur une surface plane

ont montré que le con�nement engendre la formation d'anneaux [7, 75, 76]. Certains

des anneaux observés sont si petits (5µm de long) qu'une explication plausible via le

modèle de la chaîne semi-�exible semble impossible.

D'autre part, les con�nements sont importants dans l'étude des biopolymères [77�79].

On con�ne souvent des �laments hélicoïdaux sur le plan focal du microscope, changeant

ainsi les propriétés physiques de l'hélice qui devient une hélice con�née, i. e. un squeelix

[80]. Ces squeelix possèdent une torsion intrinsèque qui peut provoquer un changement

rapide dans le sens de la courbure, c'est ce que l'on appelle un twist-kink [9]. Ces twist-

kinks, ou TKs, sont des quasi-particules qui interagissent entre elles, via des interactions

portées par l'élasticité du �lament, d'une manière analogue aux boucles dans les �la-

ments semi-�exibles étirés [81, 82] et aux �Sine-Gordon-kinks� étudiés en physique des

solitons [83]. En fonction des paramètres physiques du �lament en hélice non con�né,

on peut prédire si l'état fondamental du squeelix contient des TKs. Dans les travaux

de Nam et al. [9], le régime sans twist-kink a été étudié en utilisant des simulations

Monte-Carlo. Dans ce cas du régime sans TK, l'état fondamental de l'hélice con�né est

un arc de cercle avec une courbure constante. A température �nie, le squeelix atteint

des états métastables qui présentent un ou plusieurs twist-kinks.

Dans le but d'approfondir la compréhension du phénomène des hélices con�nées, on

reprend l'étude de Nam et al. [9] à l'aide d'une méthode purement analytique. Cette

approche nous permet de tenir compte de tous les régimes possibles. Dans la prochaine

section, nous commençons par présenter le modèle utilisé. Dans les troisième et qua-

trième sections, nous déterminons les extrema de l'énergie, et nous déduisons toutes

les formes qu'un squeelix de longueur �nie ou in�nie peut prendre. Nous distinguons

ensuite les minima des maxima via une analyse de la stabilité que nous présentons dans
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la cinquième section. Dans la sixième section, on utilise une description simpli�ée basée

sur les twist-kinks en interaction a�n de quanti�er les di�érentes énergies mises en jeu

et comprendre la dynamique du squeelix. Nous terminons le chapitre par une brève

conclusion.

2.2 Modèle analytique

La géométrie des chaînes en hélice est déterminée par ses courbures intrinsèques ω1 et

ω2 ainsi que sa torsion préférée ω3. Son énergie élastique est entièrement déterminée

par les rigidités de courbures et de torsion, notées B et C respectivement. L'énergie de

l'hélice non con�née en 3D est alors

E =
1

2

ˆ
B
(
(Ω1 − ω1)2 + (Ω2 − ω2)2)+ C (Ω3 − ω3)2 ds, (2.1)

avec Ω1,2 les deux courbures locales et Ω3 la torsion locale dé�nies en tout point de la

chaîne. L'intégration sur ds se fait tout le long de l'hélice. En prenant une orientation

adéquate du référentiel intrinsèque, on peut �xer ω2 = 0, simpli�ant l'énergie totale

E =
1

2

ˆ
B
(
(Ω1 − ω1)2 + Ω2

2
)

+ C (Ω3 − ω3)2 ds. (2.2)

L'état fondamental à 3D est une hélice de rayon R = ω1

ω2
1+ω2

3
et de pas H = 2πω3

ω2
1+ω2

3
qui a

une courbure ω1 et une torsion ω3 sur toute la chaîne. Plusieurs auteurs ont déjà étudié

le cas sans torsion intrinsèque, i. e. ω3 = 0 [84, 85].

Pour passer du repère intrinsèque à une description par les angles d'Euler on utilise les

relations

Ω1 = φ′ sin θ sinψ + θ′ cosψ, (2.3)

Ω2 = φ′ sin θ cosψ − θ′ sinψ, (2.4)

Ω3 = φ′ cos θ + ψ′, (2.5)
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où les angles φ (s) , θ (s) et ψ (s) sont, dans l'ordre, les trois angles d'Euler. On utilise

la notation ( )′ = d
ds
. Si on con�ne l'hélice sur un plan à 2D, la projection de la solution

peut être choisie telle que θ = π
2
. On a alors

Ω1 = φ′ sinψ,

Ω2 = φ′ cosψ,

Ω3 = ψ′. (2.6)

On déduit que φ′2 = Ω2
1 + Ω2

2, c'est donc la courbure locale de la chaîne à 2D. D'autre

part, ψ′ = Ω3, ce qui implique que ψ′ est la torsion locale. Une illustration géométrique

est donnée dans la �gure 2.1. On commence par un référentiel �xe (X0, Y0, Y0) où l'axe
~X est représenté en bleu, l'axe ~Y en jaune et l'axe ~Z en rouge. On a alors une tige sans

courbure ni twist, φ = θ = ψ = 0 tout le long de la chaîne. Les points A, B, C, D et E

sont positionnés sur la chaîne à intervalles de longueur �xes. On applique ensuite une

rotation variable de φ, le premier angle d'Euler, autour de l'axe ~Z( �gure 2.1 (a)). On

choisit une variation linéaire de l'angle φ (s) entre les segments [AB], [BC], [CD] et

[DE] de sorte que φ (sA) = φ (sE) = 0, φ (sB) = φ (sD) = π
2
et φ (sC) = π. Ensuite, on

e�ectue la deuxième rotation d'Euler d'angle θ = π
2
autour du nouvel axe ~X (�gure 2.1

(b)) . La variation de l'angle φ de la première rotation détermine alors la courbure. On

voit que la courbure entre le point C et le point E (φ′ < 0) est de sens opposé par

rapport à la courbure entre les points A et C (φ′ > 0). L'axe ~Z en rouge est toujours

tangent au squeelix tandis que l'axe ~Y en jaune est la normale au plan de con�nement.

L'axe ~X en bleu est la normale du squeelix parallèle au plan. On ajoute ensuite la

troisième rotation d'Euler d'angle ψ autour du nouvel axe ~Z , le plan
(
~X, ~Y

)
qui est

normal au squeelix tourne d'un angle ψ (s). Si celui-ci est variable le long de la chaîne

on a une torsion Ω3 = ψ′ , (�gure 2.1 (c)).

Dans la formule de l'énergie 2.2, on remplace les coordonnées intrinsèques Ωi par leurs

valeurs en fonction des angles d'Euler en utilisant les équations 2.6. Ce qui nous donne

E =
B

2

ˆ (
φ′2 − 2ω1φ

′ sinψ + ω2
1

)
+ c (ψ′ − ω3)

2
ds =

ˆ
L ds, (2.7)

avec c = C
B
.
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2.2. Modèle analytique

Figure 2.1: Angles d'Euler du squeelix. (a) Chaîne droite à laquelle on a appliqué
la première rotation d'Euler d'angle φ autour de l'axe ~Z. (b) La deuxième rotation
d'Euler est appliquée, d'angle θ = π

2
autour du nouvel axe ~X. (c) La dernière rotation

est appliquée, d'angle ψ autour du nouvel axe ~Z.
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

La variation de E le long du contour
[
−L

2
, L

2

]
s'écrit

δE =

ˆ L
2

−L
2

ds

((
∂L

∂ψ
− d

ds

∂L

∂ψ′

)
δψ +

(
∂L

∂φ
− d

ds

∂L

∂φ′

)
δφ

)

+

[
∂L

∂ψ′
δψ

]L
2

−L
2

+

[
∂L

∂φ′
δφ

]L
2

−L
2

. (2.8)

Comme les variations δψ et δφ sont indépendantes sur les bords du �lament, i. e. il n'y

a pas de couple externe, on peut déduire

ψ′(−L
2

) = ψ′(
L

2
) = ω3, (2.9)

φ′(±L
2

) = ω1 sinψ(±L
2

). (2.10)

À partir du terme intégrale de l'équation (2.8) , on obtient les équations d'Euler-

Lagrange

δE

δφ
= B

d

ds
(φ′ − ω1 sinψ) = 0 (2.11)

δE

δψ
= 2c

d

ds
(ψ′ − ω3) + 2ω1φ

′ cosψ = 0. (2.12)

On considère ω1 et ω3 constants, ce qui correspond à une hélice constante en 3D, ce qui

nous permet écrire

φ′ − a1 − ω1 sinψ = 0 (2.13)

ψ′′ +
1

c
ω1 (a1 + ω1 sinψ) cosψ = 0. (2.14)

On obtient que la constante d'intégration a1 est nulle, a1 = 0, en comparant la condition

aux bords (2.10) et l'équation (2.13) avec s = L
2
. Les équations deviennent

φ′ = ω1 sinψ et (2.15)

ψ′′ +
ω2

1

2c
sin 2ψ = 0. (2.16)

L'équation (2.15) montre que la courbure ne dépend que de la torsion ψ et que ses

valeurs sont comprises entre +ω1 et −ω1. Lorsque ψ e�ectue un demi-tour ψ → ψ + π,
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2.2. Modèle analytique

le signe de la courbure φ′ change, en laissant inchangées les valeurs absolues. On désigne

par twist-kink, ou TK, les endroits de la chaîne dans lesquels ce changement dans le

signe de la courbure apparaît.

L'équation (2.16) est l'équation du pendule, ce qui implique que la torsion solution ψ (s)

est une fonction elliptique de Jacobi. La constante ω3 n'apparaît que dans les conditions

aux limites (2.15-2.16) .

Multipliant (2.16) par ψ′ , on a

ψ′ψ′′ +
ω2

1

c
cosψ sinψψ′ = 0. (2.17)

On e�ectue alors une intégration sur la longueur d'arc

(ψ′)2 = a2 −
ω2

1

c
sin2 ψ (2.18)

ψ′ = ±
√
a2

√
1−m sin2 ψ, (2.19)

avec a2 une constante d'intégration toujours positive, comme on peut le déduire de

l'équation (2.18). À partir de l'équation (2.9), on a la relation entre a2 et la valeur de

la torsion ψ à s = −L
2

a2 = ω2
3 +

ω2
1

c
sin2 ψ

(
−L

2

)
. (2.20)

Le paramètre m de l'équation (2.19) est dé�ni par m =
ω2
1

ca2
, il varie de ω2

1

cω2
3+ω2

1
à ω2

1

cω2
3

lorsque ψ
(
−L

2

)
varie.

En intégrant une seconde fois, on a

ˆ s

s0

ds = ± 1
√
a2

ˆ ψ(s)

ψ(s0)=0

dψ√
1−m sin2 ψ

= ± 1
√
a2

F (ψ|m), (2.21)

avec s0 la longueur d'arc qui véri�e la relation ψ(s0) = 0 et F (ψ|m) l'intégrale elliptique

incomplète de première espèce [38]. En inversant l'équation

F (ψ|m) = ±
√
a2 (s− s0) (2.22)
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

on a l'expression de l'angle ψ en fonction de la longueur d'arc s

ψ(s) = ±1am (
√
a2(s− s0)|m) (2.23)

avec am (x|m) l'amplitude de Jacobi. Sa dérivée étant

ψ′(s) = ±1

√
a2dn (

√
a2(s− s0)|m) , (2.24)

on obtient, en utilisant l'équation (2.15), l'expression de la courbure φ′ (s)

φ′(s) = ±1ω1sn (
√
a2(s− s0)|m) , (2.25)

où les fonctions dn (x|m) et sn (x|m) sont les fonctions elliptiques de Jacobi. Il est

important de noter que pour m ≤ 1 le signe ±1 est déterminé par le signe de ω3, qui

est la valeur de ψ′
(
±L

2

)
. Ceci est dû au fait que pour m ≤ 1, le signe de dn (x|m) est

toujours positif, ψ′ (s) est donc toujours du signe de ±1 (équation (2.24)).

Avec les trois équations (2.23)-(2.25), on dispose de tous les outils nécessaires pour

e�ectuer notre analyse. On commence par un cas simpli�é sans conditions aux bords,

c'est le cas de la chaîne in�nie.

2.3 Squeelix de longueur in�nie

Lorsque la longueur du �lament est très grande, l'e�et des conditions aux limites est

négligeable. Sans perte de généralités, on peut considérer s0 = 0 et �xer ψ(0) = 0,

φ(0) = 0, ψ′(0) = p > 0, la constante a2 est alors a2 = p2. Le signes des équations

(2.23-2.25) est �xé ±1 = +, car dans ce cas, quelque soit la valeur de m, les deux

solutions ±1 = + et ±1 = − sont les re�ets l'une de l'autre par la symétrie miroir.

Si on considère l'échelle des longueur comme étant 1
p
, on a

s → ps et (2.26)

ω1 →
ω1

p
. (2.27)
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2.3. Squeelix de longueur in�nie

Figure 2.2: L'amplitude de Jacobi am (x|m) en fonction de x pour di�érentes valeurs
de m.

Les équations (2.23-2.25) deviennent

ψ(s) = am (s|m) , (2.28)

ψ′(s) = dn (s|m) et (2.29)

φ′(s) = ω1sn (s|m) . (2.30)

Le comportement de ces fonctions change beaucoup si le paramètre m est inférieur à 1,

si il est égal à 1 ou si il est supérieur à 1 (�gure (2.2)). On doit alors considérer ces trois

cas séparément. Notons qu'ici, le paramètre m =
ω2
1

c
est entièrement déterminé par les

caractéristiques de la chaîne.
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

2.3.1 Formes du squeelix

2.3.1.1 Cas où le paramètre m est inférieur à 1

Lorsque m < 1 ,ψ(s) = am (s|m) croît avec s. Pour chaque cycle de longueur d'arc

Lcycle = 2K(m), avec K (m) l'intégrale elliptique complète de première espèce, la tor-

sion ψ croît de π induisant un changement de signe de la courbure. En fonction du

paramètre m, on peut avoir de longs ou de courts intervalles le long desquels ψ = nπ

est constant. Lorsque cet intervalle est assez long le squeelix forme une ou plusieurs

boucles de courbure constante φ′ = ±ω1.

Lorsque m est très petit, Lcycle devient faible et les twist-kinks sont très rapprochés.

Dans ce cas, la forme du squeelix est ondulatoire (partie (a) de la �gure2.3)

Lorsque l'on augmente la valeur de m juste assez pour avoir Lcycle ≈ Lloop, avec Lloop =
2π
ω1

qui est la taille de la plus petite boucle, nous avons une chaîne in�nie composées de

boucles de courbures opposées (partie (b) de la �gure 2.3).

Si on augmente encorem, ou si on diminue la taille des boucles Lloop, le squeelix présente

plusieurs boucles avant de changer le signe de sa courbure (partie (c) de la �gure 2.3).

Ceci est dû au fait que dans ce cas, Lloop � Lcycle.

2.3.1.2 Cas où le paramètre m est égal à 1

Lorsque le paramètre m = 1, i. e. c = ω2
1, nous avons

ψ(s) = gd (s) , (2.31)

ψ′(s) = sech (s) , (2.32)

φ′(s) = ω1 tanh s, (2.33)

avec gd(s) la fonction de Gudermann, sech(s) la sécante hyperbolique et tanh(s) la

tangente hyperbolique.

Dans ce cas, la forme de la chaîne est composée de deux séries in�nies de cercles concen-

triques de rayon r = 1
ω1
. Les deux séries de cercles ont des courbures de signes opposés,

elles sont séparées par un twist-kink, �gure 2.4.
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2.3. Squeelix de longueur in�nie

(a) (b)

(c)

Figure 2.3: Squeelix de longueur in�nie pour m < 1 avec (a) Lloop � Lcycle , (b)
Lloop ≈ Lcycle et (c) Lloop � Lcycle .

Figure 2.4: Squeelix de longueur in�nie avec m = 1.
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

(a) (b)

Figure 2.5: Squeelix de longueur in�nie pour m > 1 avec (a) m & 1 et (b)m� 1 .

2.3.1.3 Cas où le paramètre m est supérieur à 1

Si m > 1, les équations (2.28-2.30) donnent une torsion périodique ψ(s) qui oscille

entre deux valeurs ±ψmax = ± arcsin
(

1
m

)
avec une période Lperiod = 4√

m
K
(

1
m

)
. De ce

fait, la courbure φ′(s) = ω1 sinψ oscille entre deux valeurs ±φ′max = ±ω1 sinψmax. Si

le paramètre m est proche de 1, on observe la formation de boucles, car dans ce cas

Lperiod devient plus grand que la taille d'une boucle Lloop = 2π
ω1

(partie (a) de la �gure

2.5). Si par contre m est grand, Lperiod devient plus petit que Lloop et on a un squeelix

de forme ondulatoire (partie (b) de la �gure 2.5).

2.3.2 Densités d'énergies

Une fois les di�érentes formes stables du squeelix obtenues, on peut calculer l'énergie

moyenne par unité de longueur. En injectant les équations (2.28-2.30) à l'équation (2.7)

on obtient l'énergie totale E (l) d'une portion de squeelix de longueur l

E(l) = Bω2
1m
−1

[
E

(
ψ

(
l

2

)
,m

)
− E

(
ψ

(
− l

2

)
,m

)]
+
B

2
ω2

1

(
1 +

ω2
3

m
−m−1

)
l

−Bω
2
1

m
ω3

[
ψ

(
l

2

)
− ψ

(
− l

2

)]
. (2.34)
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2.3. Squeelix de longueur in�nie

Si m < 1, on peut �xer l = Lcycle = 2K(m). Dans ce cas les termes[
E

(
ψ

(
l

2

)
,m

)
− E

(
ψ

(
− l

2

)
,m

)]
= 2E [m] (2.35)

et [
ψ

(
l

2

)
− ψ

(
− l

2

)]
= π (2.36)

sont invariants par translation. L'énergie par unité de longueur em<1 (m) est alors

em<1(m) = Bω2
1m
−1E [m]

K [m]
+
B

2
ω2

1

(
1 +

ω2
3

m
−m−1

)
−Bω

2
1

m
ω3

π

K [m]
. (2.37)

Si m = 1, il n'y a pas de comportement périodique des fonction ψ (s), on considère

alors la limite de E(l)
l

pour l→∞

em=1 = lim
l→∞

E(l)

l
=
B

2
ω2

1

(
1 +

ω2
3

m
−m−1

)
=
B

2
ω2

1ω
2
3, (2.38)

ce qui est égal à la limite de l'équation (2.37) lorsque m tend vers 1, i. e. em=1 =

limm→1 em<1(m). Ceci est dû au fait que lorsque m est légèrement inférieur à 1, les

twist-kinks sont très dilués dans la chaîne ce qui rend leur contribution à l'énergie

négligeable.

Pour m > 1, la fonction ψ (s) est périodique. Les deux termes[
E

(
ψ

(
l

2

)
,m

)
− E

(
ψ

(
− l

2

)
,m

)]
(2.39)

et [
ψ

(
l

2

)
− ψ

(
− l

2

)]
(2.40)

sont nuls si on prend l = Lperiod = 4√
m
K
(

1
m

)
. Ceci est dû au fait que les contributions

énergétiques de deux arcs de cercles de courbures opposées s'annihilent. On a alors

em>1 =
B

2
ω2

1

(
1 +

ω2
3

m
−m−1

)
. (2.41)

En résumé, pour des squeelix très longs, l'énergie moyenne par unité de longueur est

e(m) =

Bω
2
1m
−1 E[m]

K[m]
+ B

2
ω2

1

(
1 +

ω2
3

m
−m−1

)
−B ω2

1

m
ω3

π
K[m]

for m < 1

B
2
ω2

1

(
1 +

ω2
3

m
−m−1

)
for m ≥ 1.
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

L'étude des squeelix de longueur in�nie permet d'en saisir les di�érentes propriétés.

Celles-ci sont dictées essentiellement par le paramètre m =
ω2
1

c
. Cependant pour des

chaînes de longueur �nie, la torsion préférée ω3 joue un rôle important via les conditions

aux limites et une autre approche doit être suivie.

2.4 Squeelix de longueur �nie

En considérant la longueur de la chaîne �nie, nous devons tenir compte de toutes les

conditions aux limites. Reprenons les équations (2.23-2.25), nous cherchons d'abord

quels sont les états stables possibles qui satisfont aux conditions 2.9.

En utilisant les équations 2.20, on a

sin2

(
ψ

(
−L

2

))
=

ca2

ω2
1

− ω2
1

cω2
3

(2.42)

alors

ψ

(
−L

2

)
= ±2 arcsin

√
1

m
− 1

µ
+ nπ, n ∈ Z, (2.43)

avec µ =
ω2
1

cω2
3
.

D'autre part l'angle de torsion ψ (s) s'écrit, équation (2.23),

ψ(s) = ±1am (
√
a2(s− s0)|m) . (2.44)

Sachant que l'amplitude de Jacobi am (x,m) a un comportement cyclique nous pouvons

nous limiter à ψ
(
−L

2

)
∈
[
−π

2
, π

2

]
. En e�et, pour m 6= 1, sin (ψ (s)) est une fonction

périodique, et pour m = 1 on a toujours am (x, 1) ∈
[
−π

2
, π

2

]
, ∀x ∈ R. On peut alors

écrire

ψ

(
−L

2

)
= ±2 arcsin

√
1

m
− 1

µ
. (2.45)

Le signe ±2 désigne ici deux solutions distinctes, à ne pas confondre avec le signe ±1

apparaissant dans les équations (2.23)-(2.25). En intégrant l'équation (2.21), on obtient
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2.4. Squeelix de longueur �nie

l'expression de s0

ˆ −L
2

s0

ds = ± 1
√
a2

ˆ ψ(−L
2

)

ψ(s0)=0

dψ√
1−m sin2 ψ

, (2.46)

−L
2
− s0 = ±1

1
√
a2

F

(
±2 arcsin

√
1

m
− 1

µ
|m
)
, (2.47)

s0 = −L
2
∓1×2

1
√
a2

F

(
arcsin

√
1

m
− 1

µ
|m
)
, (2.48)

où ±1×2 = ±1 ×±2, ce qui nous donne quatre combinaisons possibles.

2.4.1 Formes du squeelix

A�n développer davantage les calculs nous devons, comme dans le section précédente,

distinguer trois cas selon la valeur du paramètre m qui peut être inférieur, égal ou

supérieur à 1.

2.4.1.1 Cas où le paramètre m est inférieur à 1

Pour m < 1, i.e. sin2 ψ
(
−L

2

)
> 1 − cω2

3

ω2
1
, la torsion ψ′ = ±1

√
a2

√
1−m sin2 ψ ne

s'annule jamais, elle ne peut donc pas changer de signe. Comme nous devons satisfaire

les conditions aux limites (2.9), le signe ±1 est déterminé par la torsion préférée ω3.

A partir de l'équation (2.9), on a également

1−m sin2 ψ

(
−L

2

)
= 1−m sin2 ψ

(
L

2

)
, (2.49)

d'où

sinψ

(
−L

2

)
= ± sinψ

(
L

2

)
. (2.50)

Comme φ′ = ω1 sinψ, le signe ± de l'équation (2.50) correspond à des courbures égales

ou opposées au niveau des bords, i. e.

φ′
(
−L

2

)
= ±φ′

(
L

2

)
. (2.51)
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

En conséquence, on a deux cas possibles, (a) ou (b)

ψ

(
La
2

)
= ψ

(
−La

2

)
+ kaπ ou (2.52)

ψ

(
Lb
2

)
= −ψ

(
−Lb

2

)
+ kbπ . (2.53)

avec ka,kb = 0,±1,±2...

Les deux cas (a) et (b) correspondent à des tangentes de l'angle de torsion aux bords

ψ
(
±L

2

)
égales ou de signes opposées respectivement.

Cas (a) : tanψ
(
L
2

)
= tan

(
−L

2

)
Dans ce cas, si ka est pair, les courbures aux bords sont égales. Si ka est impair ces

courbures sont opposées. Sachant que am (x|m) + kπ = am (x+ 2kK(m)|m), alors

l'équation (2.52) implique

am
(
√
a2

(
La
2
− s0a

)
|m
)

= am
(
√
a2

(
−La

2
− s0a

)
+ 2kaK(m)|m

)
. (2.54)

On en déduit

La =
2ka√
a2

K(m), (2.55)

avec ka = +1,+2, ...

À partir de l'équation (2.48), on déduit s0a

s0a± = − ka√
a2

K(m)∓1×2
1
√
a2

F

(
arcsin

√
1

m
− 1

µ
|m
)
. (2.56)

Avec ∓1×2 = − (±1×2). Il nous faut encore déterminer les valeurs possibles de ka et

a2 =
ω2
1

cm
pour une longueur totale La donnée. Pour ce faire, on utilise l'équation (2.55)

La(ka,m) =
2ka√
a2

K(m) =
2
√
cka
ω1

√
mK(m). (2.57)

La(ka,m) est une fonction décroissante dem, alors Lamin (ka) = La

(
ka,

µ
1+µ

)
et Lamax(ka) =

La (ka, µ), m étant toujours compris entre µ
1+µ

et µ.
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Si on �xe ka, on a un intervalle de longueurs possibles selon le paramètre µ. Ce qui

veut dire que nous ne pouvons pas diminuer la longueur de la chaîne in�niment même

si ka = 1. De même, si nous avons une longue chaîne de longueur L, on doit augmenter

la valeur du paramètre ka pour atteindre un intervalle de longueurs accessibles qui

contient L. Ceci est dû à la condition aux limites (2.52) qui impose à l'angle de torsion

ψ de tourner ka fois le long de L. En conséquence, L doit être assez long pour accepter

le nombre de tours spéci�és et doit être assez court pour ne pas avoir à ajouter de

twist-kink supplémentaire.

L'analyse de la stabilité dans la prochaine section montre que ces solutions sont les

points de selles.

Cas (b) :tanψ
(
L
2

)
= − tan

(
−L

2

)
Dans ce cas, si kb est impair, les courbures aux bords sont égales. Si kb est pair

ces courbures sont opposées. Sachant que am (x|m) + kπ = am (x+ 2kK(m)|m) et

am (x|m) = −am (−x|m), l'équation (2.53) implique

am
(
√
a2

(
L

2
− s0

)
|m
)

= am
(
√
a2

(
L

2
+ s0

)
+ 2kbK (m) |m

)
, (2.58)

d'où

s0b =
−kb√
a2

K(m). (2.59)

À partir de l'équation (2.48), on déduit Lb

Lb(kb,m)± =
2
√
ckb
ω1

√
m

(
K(m)∓1×2 F

(
arcsin

√
1

m
− 1

µ
|m
))

. (2.60)

Lb(kb,m) est une fonction de m avec

Lbmin(kb) = Lb

(
kb,

µ

1 + µ

)
+

=
2
√
c(kb − 1)

ω1

√
µ

1 + µ

(
K(

µ

1 + µ
)

)
. (2.61)

Si kb = 1 on a Lbmin(1) = 0, on peut avoir une longueur totale in�niment petite. Ceci est

dû à la condition (2.53) qui permet au squeelix de n'e�ectuer aucun tour. Pour kb > 1,

on a un intervalle de longueurs possibles comme pour le cas (a).
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

Si on a un squeelix de longueur L donnée, on �xe le nombre de TKs via le paramètre k et

on obtient les di�érentes valeurs possibles de m en résolvant numériquement l'équation

2.55 pour le cas (a) et 2.60 pour le cas (b). Le paramètre s0 est alors déduit via les

relations (2.56) ou (2.59).

Dans le modèle des twist-kinks en interaction, on quanti�e l'énergie d'un twist-kink par

E1kink = (γ − 1)πCω3 (2.62)

avec γ = 2ω1

π
√
cω3

. Lorsque γ > 1, l'énergie d'un twist-kink est positive, la forme la plus

stable est donc sans twist-kink, ce qui correspond au cas (b) avec kb = 1. Lorsque γ < 1,

l'énergie d'un twist-kink est négative, alors la forme la plus stable est un squeelix avec

kb > 1. Une démonstration mathématique est donnée dans la section 2.6. Pour l'instant,

nous utilisons l'équation (2.62) comme ansatz pour avoir une première estimation du

nombre de TKs que contient le minimum énergétique global.

Cas γ > 1 : (L = l , ω1 = 20
l
, ω3 = 1

l
et c = 1 )

Dans ce cas, γ ' 12.7 et E1kink ' 36.8B
l
. Dans la �gure 2.6 on représente les di�érents

extrema de l'énergie en augmentant ka et kb. Comme E1kink > 0, le minimum de l'énergie

est la forme circulaire sans twist-kink. La solution a la forme de trois cercles superposés

de rayon r = 1
ω1

(�gure 2.6 (a)). Si on ajoute un twist-kink l'énergie est augmentée

de E1kink (�gure 2.6 (b) et (c)). Le twist-kink préfère être au centre mais se déplace

avec un faible coût énergétique. Si on ajoute un deuxième twist-kink (�gure 2.6 (d) et

(e)), la di�érence d'énergie E2TK −E1TK est supérieure à E1kink à cause de l'énergie de

répulsion entre les deux TKs.

Cas γ . 1 : (L = l, ω1 = 24
l , ω3 = 16

l et c = 1)

Dans ce cas, γ ' 0.99 et E1kink ' −0.2B
l
. La �gure 2.7 représente les di�érents extrema

de l'énergie en augmentant ka et kb. Le minimum global est la solution du cas (b) avec

kb = 3, elle est représentée par la �gure 2.7-(e).
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2.4. Squeelix de longueur �nie

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 2.6: Évolution de la forme d'un squeelix en ajoutant progressivement des
twist-kinks pour γ > 1. Les énergies E (k) des formes de (a) à (e) sont respective-
ment : E (kb = 1) = 0.45B

l
, E (ka = 1) = 37.36B

l
, E (kb = 2) = 37.31B

l
, E (ka = 2) =

74.23B
l
and E (kb = 3) = 74.21B

l
.

Cas γ < 1 : (L = l, ω1 = 20
l , ω3 = 20

l et c = 1)

Avec ces paramètres γ ' 0.64 et E1kink = −22.8318B
l
, le minimum global de l'énergie

correspond au cas (b) avec kb = 7 (�gure 2.8).

Dans les deux derniers cas l'énergie d'un twist-kink est négative. Le squeelix le plus

stable a un nombre optimal de twist-kink de manière à ce que si on ajoute un kink,

l'énergie de répulsion TK-TK est supérieure à l'énergie négative d'un TK. Pour le cas

γ = 0.64, le nombre optimal de TK est 6, ce qui correspond à kb = 7. Lorsque l'on

passe de kb = 6 (Ekb=6 = 89.88B
l
) à kb = 7 (Ekb=7 = 89.20B

l
) l'énergie d'interaction

entre les twist-kinks est encore inférieure à l'énergie d'un twist-kink. Lorsqu'on ajoute

un septième TK, kb = 8, (Ekb=8 = 95.90B
l
) l'énergie du squeelix augmente car l'énergie

d'interaction supplémentaire dépasse l'énergie d'un TK. On remarque aussi que les TK

préfèrent être centrés au milieu du squeelix, les énergies du cas (b) sont inférieures aux

énergies du cas (a). Cependant, lorsque l'on a un grand nombre de TK la di�érence
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figure 2.7: Évolution de la forme d'un squeelix en ajoutant progressivement
des twist-kinks pour γ . 1. Les énergies E (k) des formes de (a) à (i) sont
respectivement : E (kb = 1) = 111.32B

l
, E (ka = 1) = 121.47B

l
, E (kb = 2) =

111.11B
l
, E (ka = 2) = 121.26B

l
, E (kb = 3) = 110.98B

l
, E (ka = 3) =

121.22B
l
, E (kb = 4) = 111.72B

l
, E (ka = 4) = 122.56B

l
, and E (kb = 5) = 115.18B

l
.

d'énergie entre les cas (a) et (b) est négligeable.

2.4.1.2 Cas où le paramètre m est égal à 1

Lorsque le paramètre m = 1, i. e. sin2 ψ
(
−L

2

)
= 1 − cω2

3

ω2
1
, les paramètres physiques de

la chaîne doivent satisfaire la relation cω2
3

ω2
1
≤ 1. On a alors

ψ

(
−L

2

)
= ±2 arcsin

√
1− 1

µ
. (2.63)
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2.4. Squeelix de longueur �nie

Figure 2.8: Minimum global de l'énergie pour γ < 1.

Les trois équations (2.23), (2.24) et (2.25) deviennent

ψ(s) = ±1gd

(√
ω2

1

c
(s− s0)

)
, (2.64)

ψ′(s) = ±1

√
ω2

1

c
sech

(√
ω2

1

c
(s− s0)

)
et (2.65)

φ′(s) = ±1ω1 tanh

(√
ω2

1

c
(s− s0)

)
. (2.66)

Comme la fonction sech(x) est paire et toujours positive, on déduit des conditions aux

limites ψ′
(
−L

2

)
= ψ′

(
L
2

)
= ω3 que s0 = 0 et le signe ±1 est le même que le signe de ω3.

On sait aussi que la fonction gd(x) est impaire et négative sur l'intervalle x ∈ [−∞, 0]. À

partir de l'équation (2.63) on déduit que le signe ±2 est négatif lorsque ±1 est positif et

vice-versa, i. e. ±2 = ∓1. En utilisant les équations (2.64) et (2.45), on obtient l'unique

valeur possible de la longueur L qui dépend des paramètres physiques de la chaîne

L = 2

√
c

ω2
1

gd−1

(
arcsin

(√
1− cω2

3

ω2
1

))
. (2.67)

La forme du squeelix dans ce cas est un TK centré entre deux arcs de courbures opposées,

comme c'est le cas lorsque L tend vers l'in�ni (�gure 2.4).
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

2.4.1.3 Cas où le paramètre m est supérieur à 1

Dans le cas où sin2 ψ
(
−L

2

)
< 1 − cω2

3

ω2
1
, le paramètre m > 1. L'équation (2.18) nous

donne une valeur minimale et une valeur maximale pour l'angle de torsion ψ (s) qui

sont ψmax = arcsin
√

1
m

et ψmin = − arcsin
√

1
m
. Dans ce cas ψ (s), qui est donné

par l'équation (2.23), est une fonction impaire de centre s0, périodique et de période

Lperiod = 4
√

c
ω2
1
K( 1

m
).

Les équations (2.9) et (2.18) impliquent

sinψ

(
L

2

)
= ± sinψ

(
−L

2

)
. (2.68)

Comme ψmax < π
2
, ψ(s) ne peut pas traverser les barrières ±π

2
, alors la condition (2.68)

se réduit à

ψ

(
La
2

)
= ψ

(
−La

2

)
(a) ou (2.69)

ψ

(
Lb
2

)
= − ψ

(
−Lb

2

)
(b), (2.70)

ce qui correspond à des courbures aux bords égales pour le cas (a) ou opposées pour le

cas (b).

Courbures aux bords égales

Comme ψ(s) est une fonction périodique, ψ
(
L
2

)
= ψ

(
−L

2

)
avec ψ′

(
−L

2

)
= ψ′

(
L
2

)
= ω3

impliquent

Lka = kaLperiod = ka4

√
c

ω2
1

K(
1

m
). (2.71)

La longueur d'arc s0 est reliée à L par la relation (2.48)

s0a = −La
2
∓1×2

1
√
a2

F

(
arcsin

√
1

m
− 1

µ
|m
)
. (2.72)

La forme correspondante est un nombre ka d'ondulations, partie (a) de la �gure 2.9.
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2.4. Squeelix de longueur �nie

Courbures aux bords opposées L'équation (2.70) implique

√
a2

(
L

2
− s0

)
= −
√
a2

(
−L

2
− s0

)
+ kb

4√
m
K(

1

m
), (2.73)

ce qui donne

s0b = −1

2
kbLperiod = −kb

2
√
c

ω1

K(
1

m
). (2.74)

On déduit la valeur de L à partir de l'équation (2.48)

Lb = 2

(
kb

2
√
c

ω1

K(
1

m
)∓1×2

1
√
a2

F

(
arcsin

√
1

m
− 1

µ
|m
))

. (2.75)

Le squeelix correspondant a une forme ondulée (parties (b) et (c) de la �gure 2.9).

2.4.2 Diagramme des énergies

A partir de l'expression de l'énergie (2.7) et des équations (2.23-2.25) on a l'énergie du

squeelix qui s'écrit

E = B

[
ω1

√
c√

m

(
E

(
ψ

(
L

2

)
|m
)
− E

(
ψ

(
−L

2

)
|m
))

+
ω2

1

2

(
1 +

1

µ
− 1

m

)
L

−cω3

(
ψ

(
L

2

)
− ψ

(
−L

2

))]
. (2.76)

Si on ne tient pas compte des conditions aux limites, on peut faire varier s0 et m pour

un L �xé.

On obtient alors le diagramme 3D de l'énergie, �gure 2.10. Les extrema sont les solutions

exposées plus haut satisfaisant les conditions aux limites (2.9)-(2.10). Si on zoom sur le

minimum absolu on a la �gure 2.11 . On voit qu'il existe plusieurs extrema qui peuvent

être des minimas ou des maximas. A�n de distinguer entre eux on e�ectue une analyse

de la stabilité.
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

(a) (b)

(c)

Figure 2.9: Formes du squeelix pour m > 1 avec ω1 = 40l, ω3 = 4l, c = 1, k = 4 et
L = l. Pour la partie (a) les courbures �nales sont égales et ±1×2 = +. Dans (b) et (c)
les courbures �nales sont opposées avec ±1×2 = + pour (b) et ±1×2 = − pour (c).

2.5 Analyse de la stabilité

A�n de distinguer entre les di�érents extrema obtenus dans la section précédente nous

e�ectuons une seconde variation de l'énergie (2.7)

δ2E = Bc

ˆ L
2

−L
2

(
ψ̃′2 +

ω2
1

c

(
2 sin2 ψ − 1

)
ψ̃2

)
ds, (2.77)

= Bc

ˆ L
2

−L
2

(
ψ̃′2 + V (s)ψ̃2

)
ds. (2.78)
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2.5. Analyse de la stabilité

(a)

Figure 2.10: Diagramme de l'énergie pour un squeelix de longueur l avec ω1 = 20
l
,

ω3 = 20
l
et c = 1. Les énergies sont en unités de Bl−1 .

avec V (s) =
ω2
1

c

(
2 sin2 ψ − 1

)
et ψ̃ = δψ. En intégrant l'expression (2.78) on a

δ2E = Bc

[
ψ̃
d

ds
ψ̃

]L
2

−L
2

+Bc

ˆ L
2

−L
2

ψ̃Lψ̃ds, (2.79)

où L = − d2

ds2
+ V (s) est l'opérateur de Lamé.

A�n de développer davantage les calculs nous distinguons les trois cas m < 1, m = 1

et m > 1.
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

(b)

Figure 2.11: Zoom du diagramme 2.10 autour du minimum d'énergie global. Les
paramètres du squeelix de longueur l sont ω1 = 20

l
, ω3 = 20

l
et c = 1 et les énergies sont

en unités de Bl−1 .

2.5.1 Cas où le paramètre m est inférieur à 1

On commence par une �uctuation de la forme ψ̃ → ψ̃ + λs + ρ avec ψ̃ = 0 aux bords.

L'équation (2.79) devient

δ2E = Bc

{
A1λ

2 + 2A2λρ+ A3ρ
2 + 2λ

ˆ L
2

−L
2

(
sV (s)ψ̃ds

)
+2ρ

ˆ L
2

−L
2

V (s)ψ̃ds+

ˆ L
2

−L
2

ψ̃Lψ̃ds

}
, (2.80)
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où on a dé�ni

A1 =

ˆ L
2

−L
2

s2V (s)ds+ L, (2.81)

A2 =

ˆ L
2

−L
2

V (s)sds, (2.82)

A3 =

ˆ L
2

−L
2

V (s)ds. (2.83)

Pour λ et ρ donnés, on cherche à minimiser δ2E par rapport à ψ̃. Ceci revient à résoudre

l'équation

λsV (s) + ρV (s) + Lψ̃ (s) = 0 (2.84)

avec ψ̃ (s) nul aux bords. Cette solution est un minimum si la �uctuation du deuxième

ordre est positive δ2E
(
ψ̄
)
> 0 ( où ψ̄ est la �uctuation de la �uctuation ψ̃). Si on pose

ψ̃ (s) = αψ̃(0)(s) + λψ̃(1) (s) + ρψ̃(2) (s) , (2.85)

à partir de l'équation (2.84), on a

Lψ̃(0) (s) = 0, (2.86)

sV (s) + Lψ̃(1) (s) = 0, (2.87)

V (s) + Lψ̃(2) (s) = 0 (2.88)

avec ψ̃(i) nul aux bords.

La première équation montre que ψ̃(0) (s) = dn
(√

a2(s− s0)|m
)
, c'est la fonction propre

à valeur nulle de L. Comme dn
(√

a2(s− s0)|m
)
ne satisfait pas à la condition aux bords,

on a α = 0.

Pour construire les deux autres composantes on pose

ϕ (
√
a2 (s− s0) ,m) =

1

1−m
[dn (
√
a2 (s− s0) ,m)E (am (

√
a2 (s− s0) ,m) ,m)

−mcn (
√
a2 (s− s0) ,m) sn (

√
a2 (s− s0) ,m)] . (2.89)
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Les solutions générales des équations (2.87 -2.88) sont

ψ̃(1) (s) = C1dn (
√
a2 (s− s0) ,m) + C2ϕ (

√
a2 (s− s0) ,m)− s (2.90)

ψ̃(2) (s) = C3dn (
√
a2 (s− s0) ,m) + C4ϕ (

√
a2 (s− s0) ,m)− 1. (2.91)

Pour �xer les coe�cients Ci , on tient compte de la condition aux bords ψ̃(i)
(
±L

2

)
= 0,

en utilisant

ψ

(
−L

2

)
= ±1am

(
√
a2

(
−L

2
− s0

)
,m

)
= ±2 arcsin

√
1

m
− 1

µ
, (2.92)

ψ

(
L

2

)
= ±1 am

(
√
a2

(
L

2
− s0

)
,m

)
=

ψ
(
−L

2

)
+ kaπ (a) ou

−ψ
(
−Lb

2

)
+ kbπ (b)

(2.93)

et le fait que ±1ω3 = |ω3| =
√
ω2

3. On obtient pour le cas (a)

ψ̃(1)
a (s) = −L

√
µ

m

E
(
±1ψ

(
−L

2

)
,m
)
−
√
µm

2
sin
(
±12ψ

(
−L

2

))
E
(
±1ψ

(
L
2

)
,m
)
− E

(
±1ψ

(
−L

2

)) dn (
√
a2 (s− s0) ,m)

+L

√
µ

m

1−m
E
(
±1ψ

(
L
2

)
,m
)
− E

(
±1ψ

(
−L

2

))ϕ (
√
a2 (s− s0) ,m)− s, (2.94)

ψ̃(2)
a (s) =

√
µ

m
dn (
√
a2 (s− s0) ,m)− 1. (2.95)

Pour le cas (b)

ψ̃
(1)
b (s) = −L

√
µ

m

[
E
(
±1ψ

(
−L

2

)
,m
)
−
√
µm

2
sin
(
±12ψ

(
−L

2

))]
dn
(√

a2 (s− s0) ,m
)

E
(
±1ψ

(
L
2

)
,m
)
− E

(
±1ψ

(
−L

2

))
+
√
µm sin

(
±12ψ

(
−L

2

))
+L

√
µ

m

(1−m)ϕ
(√

a2 (s− s0) ,m
)

E
(
±1ψ

(
L
2

)
,m
)
− E

(
±1ψ

(
−L

2

))
+
√
µm sin

(
±12ψ

(
−L

2

)) − s,(2.96)

ψ̃
(2)
b (s) =

√
µ

m
dn (
√
a2 (s− s0) ,m)− 1. (2.97)

Dans le but d'avoir le signe de δ2E
(
ψ̄
)
on utilise la décomposition (2.85) qui nous
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permet d'écrire

2λ

ˆ L
2

−L
2

(
sV (s) ψ̃ (s) ds

)
+ 2ρ

ˆ L
2

−L
2

V (s) ψ̃ (s) ds+

ˆ L
2

−L
2

ψ̃ (s)Lψ̃ (s) ds

= λ2

ˆ L
2

−L
2

sV (s) ψ̃(1) (s) ds+ ρ2

ˆ L
2

−L
2

V (s) ψ̃(2) (s) ds

+λρ

[ˆ L
2

−L
2

sV (s) ψ̃(2) (s) ds+

ˆ L
2

−L
2

V (s) ψ̃(1) (s) ds

]
. (2.98)

En le remplaçant dans l'équation (2.80), on a

δ2E
(
ψ̄
)

= Bc
{
λ2Ã1 + 2λρÃ2 + ρ2Ã3

}
, (2.99)

où on a dé�ni

Ã1 = A1 +

ˆ L
2

−L
2

sV (s) ψ̃(1) (s) ds, (2.100)

Ã2 = A2 +
1

2

[ˆ L
2

−L
2

sV (s) ψ̃(2) (s) ds+

ˆ L
2

−L
2

V (s) ψ̃(1) (s) ds

]
et (2.101)

Ã3 = A3 +

ˆ L
2

−L
2

V (s) ψ̃(2) (s) ds. (2.102)

Les conditions de stabilité sont alors

Ã1 > 0, (2.103)

Ã3 > 0, (2.104)

Ã1Ã3 − Ã2
2
> 0. (2.105)
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En utilisant les équations (2.87-2.88) et les conditions aux bords on a

Ã1 = A1 +

ˆ L
2

−L
2

sV (s) ψ̃(1) (s) ds (2.106)

=

ˆ L
2

−L
2

s2V (s)ds+

ˆ L
2

−L
2

s

(
L+

d2

ds2

)
ψ̃(1) (s) ds+ L (2.107)

=

ˆ L
2

−L
2

s

(
d2

ds2
ψ̃(1) (s)

)
ds+ L (2.108)

=
L

2

(
d

ds
ψ̃(1)

(
−L

2

)
+

d

ds
ψ̃(1)

(
L

2

))
−
[
ψ̃(1) (s)

]L
2

−L
2

+ L (2.109)

=
L

2

(
d

ds
ψ̃(1)

(
−L

2

)
+

d

ds
ψ̃(1)

(
L

2

))
+ L, (2.110)

Ã2 = A2 +
1

2

[ˆ L
2

−L
2

sV (s) ψ̃(2) (s) ds+

ˆ L
2

−L
2

V (s) ψ̃(1) (s) ds

]
(2.111)

=

ˆ L
2

−L
2

ds

[
V (s) s+

1

2
s

(
L+

d2

ds2

)
ψ̃(2) (s) +

1

2

(
L+

d2

ds2

)
ψ̃(1) (s)

]
(2.112)

=
1

2

[ˆ L
2

−L
2

s
d2

ds2
ψ̃(2) (s) ds+

ˆ L
2

−L
2

d2

ds2
ψ̃(1) (s) ds

]
(2.113)

=
1

2

[
L

2

(
d

ds
ψ̃(2)

(
−L

2

)
+

d

ds
ψ̃(2)

(
L

2

))
+

[
d

ds
ψ̃(1) (s)

]L
2

−L
2

]
, (2.114)

Ã3 = A3 −
ˆ L

2

−L
2

V (s) ψ̃(2) (s) ds (2.115)

=

ˆ L
2

−L
2

V (s) ds+

ˆ L
2

−L
2

(
L+

d2

ds2

)
ψ̃(2) (s) ds (2.116)

=

[
d

ds
ψ̃(2) (s)

]L
2

−L
2

. (2.117)

On doit maintenant distinguer entre les cas (a) et (b) pour véri�er si les conditions

(2.103-2.105) sont satisfaites.
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2.5. Analyse de la stabilité

Après avoir calculé les di�érents termes de Ãi en utilisant les expressions de ψ̃(i)
a,b (s) ,

on a pour le cas (a)

Ã1a = LC2a

√
a2

√
µ

m
, (2.118)

Ã2a = −L
2

√
a2

√
µ

m
m sin

(
±12ψ

(
−L

2

))
, (2.119)

Ã3a = 0, (2.120)

et pour le cas (b)

Ã1b =
√
a2

√
µ

m

(
L2

4

√
µ

m
m sin

(
±12ψ

(
−L

2

))
+ LC2b

)
, (2.121)

Ã2b = 0, (2.122)

Ã3b =
√
a2

√
µ

m
m sin

(
±12ψ

(
−L

2

))
. (2.123)

Cela veut dire que les conditions (2.103-2.105) ne sont jamais satisfaites pour le cas (a).

Pour le montrer, il su�t de considérer l'équation 2.105 en posant Ã3a = 0.

Pour que les conditions de stabilité du cas (b) soient satisfaites, il faut avoir Ã1b > 0

et Ã3b > 0. Ceci est vrai uniquement si ±1ψ
(
−L

2

)
∈
[
0, π

2

]
, i. e. lorsque ±1×2 = +, car

le signe de ψ
(
−L

2

)
est le signe de ±2. Ceci est dû au fait que si sin

(
±12ψ

(
−L

2

))
> 0

alors Ã3b > 0. Pour Ã1b, on doit véri�er le signe de C2b qui est le signe de la di�érence

E
(
±1ψ

(
L
2

)
,m
)
− E

(
±1ψ

(
−L

2

))
. Celle-ci est toujours positive car E (x,m) est une

fonction croissante monotone, si ±1 > 0 i .e. ψ′ (s) > 0, alors ±1ψ
(
L
2

)
> ±1ψ

(
−L

2

)
, si

±1 < 0 i .e. ψ′ (s) < 0 alors ψ
(
L
2

)
< ψ

(
−L

2

)
et donc ±1ψ

(
L
2

)
> ±1ψ

(
−L

2

)
.

2.5.2 Cas où le paramètre m est supérieur à 1

Lorsque m > 1, la fonction ψ(s) est périodique.

Considérons d'abord le cas ψ
(
L
2

)
= ψ

(
−L

2

)
. La forme du squeelix présente un certain

nombre de zigzags. Dans ce qui suit on considère un zigzag de s = −L
2
à s = −L

2
+
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

Lperiod = L
2
. On commence par une perturbation

ψ̃ = cosψ (s) . (2.124)

La variation du deuxième ordre de l'énergie est (de l'équation (2.79))

δ2E = [−Bc
√
a2cn (

√
a2 (s− s0) |m) sn (

√
a2 (s− s0) |m) dn (

√
a2 (s− s0) |m)]

−L
2

−L
2

+Bc

ˆ L
2

−L
2

ψ̃Lψ̃ds (2.125)

= Bc

ˆ L
2

−L
2

cn (
√
a2 (s− s0) |m)Lψ̃cn (

√
a2 (s− s0) |m) ds (2.126)

= Bc (1−m)
√
a2

ˆ L
2

−L
2

cn (
√
a2 (s− s0) |m)

2
ds < 0. (2.127)

La solution est donc instable.

Pour le cas où ψ
(
L
2

)
= −ψ

(
−L

2

)
. On considère un zigzag de s = −L

2
à s = −L

2
+

Lperiod = s1 puis une portion de chaîne de s = s1 à s = L
2
.

On choisit

ψ̃ = dn (
√
a2 (s− s0) |m) , (2.128)

qui est la fonction propre de L , on a

δ2E−L
2
→s1 = −Bcm

√
a2 [cn (

√
a2 (s− s0) |m) sn (

√
a2 (s− s0) |m) dn (

√
a2 (s− s0) |m)]

s1
−L

2

+Bc

ˆ s1

−L
2

ψ̃Lψ̃ds = 0 (2.129)
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2.6. Modèle des twist-kinks en interaction

Ce qui implique

δ2E = −Bcm
√
a2 [cn (

√
a2 (s− s0) |m) sn (

√
a2 (s− s0) |m) dn (

√
a2 (s− s0) |m)]

L
2
s1

+Bc

ˆ L
2

s1

ψ̃Lψ̃ds (2.130)

= 2Bcm
√
a2cn

(
√
a2

(
−L

2
− s0

)
|m
)
sn
(
√
a2

(
−L

2
− s0

)
|m
)

dn
(
√
a2

(
−L

2
− s0

)
|m
)

(2.131)

= 2Bcm
√
a2 cos

(
±1ψ

(
−L

2

))
sin

(
±1ψ

(
−L

2

))
√

1−m sin2

(
±1ψ

(
−L

2

))
. (2.132)

Sachant que ψ
(
−L

2

)
= ±2 arcsin

(√
1
m
− 1

µ

)
, si ±1×2 = − la solution est instable, et si

±1×2 = + la solution est stable.

2.5.3 Cas où le paramètre m est égal à 1

Lorsque m = 1, on a uniquement le cas où ±1ψ
(
−L

2

)
< 0. A�n d'étudier ce cas, on

utilise comme pour m > 1 une �uctuation de la forme ψ̃ = dn
(√

a2 (s− s0) |m
)
, ce qui

nous donne

δ2E = 2Bcm
√
a2 cos

(
±1ψ

(
−L

2

))
sin

(
±1ψ

(
−L

2

))
√

1−m sin2

(
±1ψ

(
−L

2

))
< 0. (2.133)

La solution est donc toujours instable si m = 1.

2.6 Modèle des twist-kinks en interaction

L'équation de l'énergie (2.76) ne permettant pas d'avoir une image globale des dif-

férentes énergies mises en jeu, nous développons dans cette section une approche plus
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

simpli�ée en faisant l'analogie avec le cas des chaîne semi-�exibles sous tension. Com-

mençons par remplacer φ′ = ω1 sinψ dans l'expression générale de l'énergie (2.7), on

obtient

E (ψ) =
B

2

ˆ L
2

−L
2

(
ω2

1 cos2 ψ + cψ′2
)
ds−Bcω3

(
ψ

(
L

2

)
− ψ

(
−L

2

))
+
Bcω2

3

2
L. (2.134)

L'énergie peut encore être transformée via le changement de variable ψ = 1
2

(Ψ + π) en

E (Ψ) = EWLC (Ψ)− M

2

[
Ψ

(
L

2

)
−Ψ

(
−L

2

)]
+
Bcω2

3

2
L, (2.135)

où

EWLC (Ψ) =

ˆ L
2

−L
2

(
1

2
AΨ′2 + F (1− cos Ψ)

)
ds (2.136)

est l'énergie de la chaîne semi-�exible (worm-like chain) de tangente Ψ soumise à la

force externe F = 1
4
Bω2

1 et de rigidité de courbure A = 1
4
C . On a en plus le terme

M
2

[
Ψ
(
L
2

)
−Ψ

(
−L

2

)]
qui agit comme un couple e�ectif sur les bords. Lorsque Ψ, la

tangente de la chaîne semi-�exibe, est augmentée de 2π, une boucle apparaît. On a

donc une analogie entre les boucles dans la chaîne semi-�exible sous tensions et les TK

dans le squeelix, ce qui nous permet de reprendre une partie des résultats obtenus par

Kulic et al. [81]. Considérons d'abord le cas sans TK.

Solutions sans TK

Lorsqu'on n'a pas de TKs, les conditions aux bords ψ
(
L
2

)
−ψ

(
−L

2

)
= 0 sont adéquates

pour la chaîne semi-�exible sans boucles. L'état fondamental est une chaîne droite

Ψ = 0, i. e. un squeelix d'angle de torsion �xe ψ = π
2
. Dans ce régime sans TK la

courbure est constante κ = ω1 et le squeelix forme un arc circulaire. Ceci correspond

à une con�guration circulaire dans laquelle la torsion a été complètement expulsée.

Cependant, comme on n'a pas de couple externe aux bords, on a la condition ψ′
(
−L

2

)
=

ψ′
(
L
2

)
= ω3 qui implique une déviation au niveau des bords de la torsion. Si on suppose

que cette déviation est faible ψ − π/2� 1, on peut prendre cos Ψ = 1− 1
2
Ψ2. On peut

alors obtenir cette déviation en résolvant l'équation d'Euler-Lagrange AΨ′′ − FΨ = 0 .
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2.6. Modèle des twist-kinks en interaction

La solution qui véri�e les conditions aux limites, i. e. ψ′(−L
2
) = ψ′(L

2
) = ω3 est alors

ψ(s)− π/2 =
λω3

cosh(L/2λ)
sinh(s/λ), (2.137)

avec λ =
√
A/F =

√
cω−1

1 la largeur du bord.

L'énergie qui correspond au squeelix sans TK est calculée en intégrant l'équation (2.135)

de −L
2
à L

2
avec Ψ = 2

(
ψ(s)− π

2

)
donné par l'équation (2.137),

Ẽ0TK = EWLC,0TK = c
3
2B

ω2
3

ω1

. (2.138)

Le travail du couple externe est −2c
3
2B

ω2
3

ω1
. On en déduit l'énergie totale du squeelix

sans TK

E0TK = −c
3
2B

ω2
3

ω1

+
Bcω2

3

2
L. (2.139)

La condition ψ− π/2� 1 implique λω3 =
√
cω3/ω1 � 1. Si on compare les valeurs des

énergies ainsi obtenues avec les valeurs exactes on a le tableau suivant

ω1 (L−1) ω3 (L−1) c λω3 k γ ψ
(
−L

2

)
E0TK (BL−1) Exact E (BL−1)

20 1 1 0.05 1 12.7 1.52 0.45 0.45

20 20 1 1 1 0.63 10−4 177. 180.

On voit qu'on a un accord exact dans le premier cas, lorsque λω3 � 1 et ψ ≈ π
2
. Dans

le second cas, on a une légère di�érence qui est due aux bords où on a ψ
(
−L

2

)
= 0 et

ψ
(
L
2

)
= π. Le même constat est fait en comparant les courbes de ψ(s) le long de la

chaîne, �gure 2.12.

Solutions avec un seul TK

Si on a un seul TK, on peut supposer

ψ − π/2 = 2 arctan(exp(s/λ)). (2.140)

Cette solution est exacte uniquement dans le cas de la chaîne de longueur in�nie où

ψ(−∞) = π/2 et ψ(∞) = 3π/2. Pour une longueur �nie mais assez grande, la correction

est de l'ordre de e−L/λ. L'énergie de courbure du TK est Ẽ1TK = 2
√
CBω1 +O(e−L/λ).
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

(a)

(b)

Figure 2.12: Graphes de la torsion en fonction de la longueur d'arc ψ (s) pour le cas
sans TK avec λω3 = 0.05 (a) and λω3 = 1 (b) . Les valeurs exactes sont en lignes
continues, et les valeurs approximées en plus rouges.
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2.6. Modèle des twist-kinks en interaction

L'énergie totale est alors la somme de Ẽ1TK , le travail du couple −πCω3 et la constante

triviale Bcω2
3

2
L (à partir de l'équation (2.135)),

E1TK = 2
√
CBω1 − πCω3 +

Bcω2
3

2
L+O(e−L/λ). (2.141)

Si on compare les énergies du cas à 0− TK et du cas à 1− TK on a

E1TK − E0TK = πCω3

(
−1 + γ +

2

π2

1

γ

)
, (2.142)

avec γ = 2
π

√
B
C
ω1

ω3
= 2

π

√
B 1
λω3

. Comme ces calculs ne sont valides que pour le cas

λω3 � 1, on peut négliger le terme 1
γ
et ainsi avoir l'énergie d'un kink

E1−kink = πCω3 (γ − 1) . (2.143)

Cette équation permet d'avoir un critère quantitatif pour la détermination de l'état

fondamental. En e�et, pour γ > 1 on voit déjà que le minimum d'énergie correspond

au cas sans TK et que la forme est circulaire (excepté au niveau des extrémités). Alors

que pour γ < 1 le squeelix devient ondulé. En d'autres termes, le critère pour avoir des

TK est γ < 1.

Si l'on compare ces résultats approximés avec les valeurs exactes on a la table suivante

ω1 (L−1) ω3 (L−1) c λω3 γ k ψ
(
−L

2

)
E1TK (BL−1) Exact E (BL−1)

20 1 1 0.05 12.7 2 1.52 37.35 37.31

20 20 1 1 0.63 1 0. 177.17 177.17

On conclut que l'équation (2.141) est valide pour λω3 � 1. Pour λω3 ≥ 1 les e�ets de

bords pour le cas sans TK ont une énergie similaire au cas à un TK centré. La forme

du squeelix est un arc de cercle avec à chaque bord un demi TK. Le même constat est

fait en comparant les valeurs de la torsion ψ (s) le long de la chaîne, �gure 2.13.

Solutions avec deux TK

Pour γ . 1, l'état fondamental est supposé avoir peu de TK, alors que pour de plus

faibles valeurs de γ, plus de TKs peuvent apparaître dans la chaîne. Le squeelix prend
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

(a)

(b)

Figure 2.13: Graphes de la torsion en fonction de la longueur d'arc ψ (s) pour le cas
à 1 TK avec λω3 = 0.05 (a) and λω3 = 0.05 (b) . Les valeurs exactes sont en lignes
continues, et les valeurs approximées en plus rouges.
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2.6. Modèle des twist-kinks en interaction

une forme ondulée, la densité de kinks est limitée par leur répulsion mutuelle. Pour

quanti�er cette énergie répulsive, on considère le cas de deux TKs séparés d'une distance

l telle que λ� l.

Posons l'ansatz suivant

ψ(s) =
π

2
+ 2 arctan(exp((s+ l/2)/λ) + 2 arctan(exp((s− l/2)/λ), (2.144)

tel que ψ(−∞) = π/2 et ψ(∞) = 5π/2.

En calculant l'énergie de cette con�guration on obtient

ẼTK−TK = 4
√
CBω1(1 + exp(−l/λ)) +O(e−L/λ). (2.145)

L'énergie de répulsion entre deux TKs est alors de l'ordre de ∼ exp(−l/λ). Dans le

régime où λ� l, on peut négliger ces interactions.

Les déformations aux bords étant des portions de TK (lorsque γ < 1) les interactions

entre les kinks des bords et les kinks du centre sont aussi de l'ordre de ∼ exp(−l/λ).

Régime à multiple twist-kinks

Considérons maintenant n TKs distribués le long de la chaîne. Pour chaque kink on

a une énergie de courbure supplémentaire de 2
√
CBω1 et une énergie répulsive de

2
√
CBω1e

−l/λ. Ce terme est également valable pour les interactions entre les bords

déformés et les plus proches TKs.

La distance entre les n kinks/bords est l = L
n+1

de telle manière que l'énergie du système

sans le travail du couple externe est

EnTK − E0TK = (γ(1 + (1 +
1

n
)e−

L
(n+1)λ )− 1)πCω3n (2.146)

où le terme 1
n

exp(−L/((n+ 1)λ)) compte pour l'énergie d'interaction entre un bord et

les plus proches TKs. Cependant, cette contribution est négligeable pour de grandes

valeurs de n. Alors, l'énergie du squeelix dans le régime à multiple TKs est donnée

approximativement par

EnTK − E0TK ≈ (γ(1 + e−
L
nλ )− 1)πCω3n. (2.147)
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2. Confinement surfacique des polymères en hélice

En rajoutant les constantes triviales on a

EnTKdiluted ≈ (γ(1 + e−
L
nλ )− 1)πCω3n+ Cω2

3

L

2
. (2.148)

La valeur optimale de n correspond au plus grand entier tel que EnTK −E(n−1)TK < 0,

i. e. (pour un grand nombre n)

n <
L/λ

log( γ
1−γ )

. (2.149)

Le membre de droite est divergent pour γ approchant 1/2. Cette divergence n'est pas

physique, elle est due au fait que l'interaction répulsive à longue portée e−l/λ n'est pas

assez grande pour stabiliser le squeelix. On doit alors regarder le régime opposé où on

a une grande densité de TK et calculer l'énergie de répulsion à courte portée.

Lorsque les kinks sont con�nés, leur densité est très grande, la distance inter-TK est

d� λ. La chaîne a une forme très ondulée et ψ (s) est linéaire par rapport à s. Un bon

ansatz pour ce régime est

ψ(s) =
π

d
s− π

2
pour 0� s� L = nd (2.150)

avec n� 1 le nombre de TKs le long de la chaîne, i. e. ψ (L)−ψ (0) = πn. La courbure

est dans ce cas κ(s) = ω1 cos π
d
s.

Notons que dans ce régime, les e�ets de la condition aux limites ψ′ (0) = ψ′ (L) = ω3

sont négligeables. L'énergie totale des TKs est donnée par

ẼTK (d) =
1

2
B

ˆ L

0

ω2
1 cos2 ψ + cψ′2ds =

ω2
1B

4
L+

π2

2

CL

d2
(2.151)

=
ω2

1B

4
L+

π2

2

Cn

d
. (2.152)

En ajoutant les constantes triviales, on a

EnTKdense =
ω2

1B

4
L+

π2

2

Cn

d
− πCω3n+ Cω2

3

L

2
. (2.153)

On peut comparer les di�érentes approximations avec la valeur exacte de la solution

en prenant un nombre de kink n très élevé et en faisant varier le paramètre λ. On a la

table suivante qui résume tous les résultats obtenus avec ω1 = ω3 = 80L−1 et n ≈ 25.
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2.7. Conclusion

λ/d Edense (BL−1) Ediluted (BL−1) Eexact (BL−1)

102 1600. −3 � 108 1580.

10 1600. −2 � 106 1580.

1 1600. −1 � 104 1570.

10−1 1600. 962. 954.

3.10−2 1600. 370. 369.

On voit que pour λ
d
≥ 1 , le régime dense approxime bien la solution exacte. Inversement,

pour λ
d
< 1 c'est le régime dilué qui est une bonne approximation.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement physique des polymères en hélice

con�nés, les squeelix. En e�ectuant une première puis une seconde variation de l'én-

ergie nous avons obtenu les di�érentes formes stables que peut prendre le squeelix. Ces

formes dépendent des constantes du matériau que l'on peut donc les déduire à partir

de l'observation de la chaîne con�née. Inversement, si on a besoin d'une forme partic-

ulière, un expérimentateur peut ajuster les paramètres de l'hélice en se basant sur nos

résultats.

D'un point de vue purement énergétique, le comportement global du squeelix peut être

modélisé en introduisant une quasi-particule : le twist-kink. En utilisant une description

basée uniquement sur ces kinks, nous avons quanti�é les di�érentes énergies mises en

jeu, à savoir, les énergies de courbures d'un kink et les énergies de répulsion mutuelle.

Nous avons distingué deux régimes opposés, le régime dense et le régime dilué.

Ce travail est un bon point de départ à une étude de l'e�et de forces externes ou d'un

con�nement latéral, comme c'est le cas du travail développé dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3

Polymères en hélice con�nés dans un

canal

3.1 Introduction

Le concept de quasi-particules a beaucoup simpli�é notre compréhension des phénomènes

physiques surtout dans le domaine de la matière condensée. On a souvent recours à une

description via des quasi-particules lorsqu'un système compliqué se comporte comme

si il contenait di�érentes particules interagissant dans l'espace. On a par exemple les

phonons qui représentent les excitations collectives, i. e., les modes de vibration des con-

stituants du solide ou du liquide. Plus récemment, il a été démontré que la notion de

quasi-particules est essentielle à la compréhension du comportement thermo-mécanique

des structures �lamenteuses, en particulier les bio�laments. Dans ce contexte, les quasi-

particules ne sont pas les excitations collectives des atomes ou des molécules de la chaîne,

ce sont des déformations localisées, qui gouvernent les comportements statiques et dy-

namiques de la chaîne via des interactions médiées par l'élasticité. Récemment, deux

exemples du rôle des quasi-particules dans la physique des polymères ont été mis en

évidence. Le premier concerne les �laments tubulaires avec une contrainte interne [86].

Dans le cas particulier des microtubules les contraintes internes sont le résultat de la
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

compétition entre la géométrie tubulaire du réseau et la bistabilité des conformations

droites et courbées du dimère tubulaire. Pour ce type de structure, les quasi-particules

conformationnelles localisées émergent naturellement. Lorsqu'on les couple avec des

interactions coopératives, ces quasi-particules forment de larges structures en quasi-

polymères. Ainsi, les notions de quasi-particules, quasi-polymères forment un langage

plus naturel dans la description du système. Le deuxième exemple où la notion de quasi-

particules a montré son e�cacité est le comportement élastique des hélices con�nées

à deux dimensions, les squeelix. Le con�nement d'une hélice produit un changement

dramatique de sa forme, celle-ci peut devenir ondulatoire, en spirales ou en multi-cercles

comme démontré dans le précédent chapitre. Il apparait alors que la statistique de ces

hélices peut être naturellement décrite en termes de quasi-particules appelées �twist-

kinks�. Celles-ci correspondent aux points de la chaîne où la courbure change de sens. Il

est démontré aussi que le squeelix peut thermiquement changer d'état à nombre de TK

�xes, ce qui induit une hyper�exibilité du �lament et l'augmentation de la probabilité

de circularisation [9].

Dans ce chapitre, on étend la précédente étude du polymère en hélice à 2D en ajoutant

un con�nement latéral. On commence d'abord par rappeler les principaux résultats

de la littérature concernant le con�nement des chaînes semi-�exibles dans des canaux.

Ensuite, nous présentons les résultats d'observations expérimentales d'actines con�nés

dans un canal [8,87]. Ceux-ci sont souvent apparentés à des �laments semi-�exibles [88�

94], cependant lorsque les actines sont con�nés, leur fonctions de corrélations présentent

des oscillations. On démontre, dans ce chapitre, que ces oscillations sont la signature

d'une structure en hélice. Pour ce faire, on utilise d'abord des simulations Monte-Carlo

de squeelix con�nés latéralement. Ensuite, dans le but d'approfondir la compréhension

théorique du phénomène, on e�ectue une analyse statistique des �uctuations du squeelix

con�né en modélisant le canal par une force externe. En�n, nous terminons le chapitre

par une brève conclusion.

106



3.2. Filaments semi-�exibles con�nées

3.2 Filaments semi-�exibles con�nées

3.2.1 Classi�cation des polymères

Les �laments biologiques peuvent être classés en trois types. La chaîne peut être rigide,

semi-�exible ou �exible, �gure 3.1. Ces �laments sont soumis à la force élastique donnée

par [95]

E =
B

2

ˆ L

0

φ′2ds (3.1)

avec φ′ la dérivée de la tangente à la chaîne, donc la courbure, ds représente la longueur

d'arc, B représente la rigidité de courbure, il est relié à la longueur de persistance par

Lp =
B

kBT
(3.2)

avec kB la constante de Boltzmann et T la température.

La classi�cation précédente est basée sur le rapport entre Lp et la longueur totale de la

chaîne L. Lorsque Lp
L
� 1 , la chaîne est �exible, c'est le cas par exemple des �laments

intermédiaires. Lorsque Lp
L
≈ 1 la chaîne est semi-�exible, c'est le cas des �laments

d'ADN ou d'actines. Si Lp
L
� 1, la chaîne est rigide, c'est le cas des microtubules.

3.2.2 Fonction de corrélation

Dans les expériences de �uorescence, le principal output est souvent la fonction de

corrélation notée ici Cor (s). Elle est dé�nie par la relation

Cor (s) =
1

L− s

ˆ L−s

0

〈cos (φ (t)− φ (t+ s))〉 dt. (3.3)

Les crochets désignent la moyenne statistique sur toutes les con�gurations possibles.

Pour une chaîne semi-�exible libre, celle-ci vaut [96�98]

Cor3D = exp

(
− s

Lp

)
. (3.4)
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

Figure 3.1: Représentation schématique de plusieurs �laments à longueurs de persis-
tance Lp di�érentes. (a) représente une chaîne rigide, (b) une chaîne semi-�exible et (c)
une chaîne �exible. Les captures expérimentales ont été réalisées dans la référence [92]
.

À deux dimensions, celle-ci devient

Cor2D = exp

(
− s

2Lp

)
. (3.5)

Si un con�nement latéral est ajouté, la fonction de corrélation est d'abord décroissante

puis atteint un minimum avant de croître et d'atteindre un plateau. C'est le régime

de Odijk [99]. Plus le con�nement latéral est restreint plus la valeur de la fonction au

niveau du plateau est élevée. Le con�nement in�ue aussi sur la position du minimum,

celui ci se situe à une longueur d'arc s petite lorsque la taille du canal est petite. Avec
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3.2. Filaments semi-�exibles con�nées

Figure 3.2: Fonctions de corrélation obtenues par simulation Monte-Carlo pour des
chaînes semi-�exibles. b est la distance intermonomère. La longueur totale de la chaîne
est L = 60b, la longueur de persistance Lp = L = 60b. La taille d du con�nement varie
et prend les valeurs d =∞, d = 5b, d = 2b et d = b.

la simulation Monte-Carlo décrite plus bas, nous retrouvons aisément ce régime . Les

résultats obtenus sont représentés dans les �gures 3.2 et 3.3. On retrouve bien toutes les

caractéristiques du régime de Odijk, hormis la partie décroissante à la �n de la chaîne

qui est due aux e�ets de bord.
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

Figure 3.3: Zoom de la �gure 3.2- Fonctions de corrélation obtenues par simula-
tion Monte-Carlo pour des chaînes semi-�exibles. b est la distance intermonomères.
La longueur totale de la chaîne est L = 60b, la longueur de persistance Lp = L = 60b.
La taille d du con�nement varie et prend les valeurs d =∞, d = 5b, d = 2b et d = b.
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3.3. Expériences de con�nement des actines dans un canal

3.3 Expériences de con�nement des actines dans un

canal

les propriétés mécaniques et dynamiques des actines représentent des problèmes impor-

tants en biologie cellulaire [100]. Dans la littérature ces �laments sont souvent considérés

comme des chaînes semi-�exibles de longueur de persistance de 7 à 22µm . Plusieurs

expériences sur les actines libres ont déjà été e�ectuées [101,102], cependant il est d'un

intérêt crucial de les étudier dans des conditions qui ressemblent à leur environnement

naturel très étroit, le dense réseau du cytosquelette [103,104].

3.3.1 Procédure expérimentale

A�n de mimer l'environnement naturel des actines, Koster et al. [8] ont con�né ces

�laments dans des canaux en utilisant des dispositifs micro�uidiques en combinaison

avec la microscopie en �uorescence. On trouve des explications détaillées de la procédure

expérimentale dans les articles de Xia et al. [105] et de Delamarche et al. [106]. La

statistique du polymère dépend beaucoup de son environnement tel que le degré de

con�nement. Le principal output de ces expériences est la fonction de corrélation qui

dépend des paramètres internes du �lament qui sont la longueur de persistance et la

longueur totale.

3.3.2 Fonctions de corrélation expérimentales

La �gure 3.4 représente une partie des résultats obtenus par Koster et al. [8]. Ce sont

les fonctions de corrélation des actines de longueur variant entre 18µm et 50µm avec

une longueur de persistance Lp = 19µm. Ceux-ci sont con�nés dans un canal de largeur

d = 2µm et de hauteur quasi-nulle [107]. Dans ces fonctions de corrélations, on ob-

serve clairement l'apparition d'oscillations périodiques. Ceci ne peut être expliqué par

le modèle des chaînes semi-�exibles, car dans le régime de Odijk le plateau est bien

constant comme dans la �gure 3.2.
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

Figure 3.4: Fonctions de corrélation expérimentales pour des actines con�nées dans
un canal [8]. Les �laments sont de longueurs L di�érentes. La longueur de persistance
Lp et la largeur d du canal sont les mêmes pour toutes les chaînes, leurs valeurs sont
Lp = 19µm et d = 2µm.

Ces oscillations dans la fonction de corrélation peuvent être la signature d'une structure

en hélice. Car si on a a�aire à un polymère en hélice, des twist-kinks apparaissent dans

la chaîne faisant inverser le signe de la courbure d'une manière cyclique. C'est pour cela

que dans les prochaines sections nous étudions le con�nement latéral des squeelix.
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3.4 Simulation Monte-Carlo de squeelix dans un

canal

Plusieurs travaux de recherche en physique des polymères ont montré l'e�cacité de la

simulation Monte-Carlo pour étudier les longues chaînes de molécules [108�111]. C'est

pour cela que pour l'étude des squeelix dans un canal, nous développons un programme

de simulation Monte-Carlo, qui a d'abord été validé en reproduisant exactement les

résultats connus des chaînes semi-�exibles.

3.4.1 Description du code

3.4.1.1 Coordonnées de la chaîne

On considère une chaîne à un nombre N de monomères, l'unité de base de la simulation

est la longueur inter-monomères notée b. Chaque couple de monomères successifs est

lié par une tige rigide, la longueur totale de la chaîne est L = Nb.

Pour chaque monomère i , on dé�nit quatre variables. Les positions xi et yi dans le

plan, l'angle de la tangente à la chaîne φi et l'angle de torsion ψi. L'angle φi est pris

comme l'angle que fait le lien rigide entre les deux monomères i et i+ 1.

Les positions cartésiennes sont reliées à φ par les relations théoriques

x(s) = x(0) +

ˆ s

0

cos (φ (s′)) ds′ (3.6)

y(s) = y(0) +

ˆ s

0

sin (φ (s′)) ds′. (3.7)

Ce qui donne en version discrète

xi = xi−1 + cosφi−1 (3.8)

yi = yi−1 + sinφi−1 (3.9)

L'énergie totale du squeelix est calculée à partir de la formule continue

E =
B

2

ˆ (
φ′2 − 2ω1φ

′ sinψ + ω2
1

)
+ c (ψ′ − ω3)

2
ds (3.10)

113



3. Polymères en hélice confinés dans un canal

qui est discrétisée par

E =
B

2

N−1∑
i=1

(
(φi+1 − φi)2 − 2ω1 (φi+1 − φi) sinψi + c ((ψi+1 − ψi)− ω3)2) . (3.11)

3.4.1.2 Mouvements aléatoires

Le programme commence à partir d'une chaîne initiale générée aléatoirement. Il ef-

fectue ensuite une série de mouvements aléatoires qui sont acceptés ou pas en utilisant

l'algorithme de Métropolis. Les mouvements aléatoires sont les suivants.

Translation globale La chaîne est translatée entièrement dans l'espace (x, y). Ceci

n'a de sens uniquement lorsque l'on a un con�nement. Un pas ∆lx est déterminé aléa-

toirement par ∆lx = r × ∆lmax. Avec ∆lmax ajustable au cours de la simulation et r

un nombre aléatoire de −1 à 1. La coordonnée x de chaque monomère de la chaîne est

alors translatée de ∆lx. La même chose est e�ectuée pour la coordonnée y.

Rotation locale d'un angle φ On parcours la chaîne monomère après monomère.

Pour chaque monomère i on choisit un pas ∆φ par la relation ∆φ = r × ∆φmax avec

∆φmax ajustable au cours de la simulation pour avoir un taux d'acceptation de 50%.

On ajoute ∆φ à l'angle φi via

φi → φi + r∆φmax. (3.12)

À partir des deux équations (3.8-3.9), on a

cosφi = xi+1 − xi, (3.13)

sinφi = yi+1 − yi (3.14)

Le fait de changer localement l'angle φi au point i nous donne donc le choix de modi�er

soit la position au point i soit la position au point i+ 1. Si c'est le monomère i qui est
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3.4. Simulation Monte-Carlo de squeelix dans un canal

déplacé, tous les monomères j allant de 1 à i doivent être également déplacés via

xj = xj+1 − cosφj, (3.15)

yj = yj+1 − sinφj. (3.16)

Si c'est le monomère i + 1 qui est déplacé, tous les monomères j de i + 1 à N doivent

être également déplacés via

xj+1 = xj + cosφj, (3.17)

yj+1 = yj + sinφj. (3.18)

Rotation globale d'un angle φ On choisit un monomère aléatoirement dans la

chaîne. On choisit un nombre ∆φ = r × π
2
. On choisit ensuite un coté de la chaîne

aléatoirement. Soit tous les angles φj avec j ∈ [i, N ] sont augmentés de ∆φ, soit tous

les angles φj avec j ∈ [1, i] sont augmentés de ∆φ.

On retrouve ensuite les positions (x, y) en utilisant les procédures (3.17)-(3.18) ou

(3.15)-(3.16).

Rotation locale d'un angle ψ On parcourt la chaîne monomère après monomère.

Pour chaque monomère i on choisit un ∆ψ à partir de la relation ∆ψ = r×∆ψmax avec

∆ψmax ajustable au cours de la simulation. On ajoute alors ∆ψ à l'angle ψi uniquement

(ψi → ψi + ∆ψ). Le changement de l'angle ψ ne change pas les positions dans l'espace

(x, y).

Rotation globale d'un angle ψ On choisit un monomère aléatoirement dans la

chaîne. On choisit un nombre ∆ψ = r × π
2
. On choisit ensuite un coté de la chaîne

aléatoirement. Soit tous les angles ψj avec j ∈ [i, N ] sont augmentés de ∆ψ, soit tous

les angles ψj avec j ∈ [1, i] sont augmentés de ∆ψ.
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

3.4.1.3 Algorithme de Métropolis

A chaque mouvement aléatoire e�ectué, le programme calcule l'énergie totale de la

chaîne avant et après le mouvement et véri�e si les nouvelles positions du polymère

sortent du con�nement. Si il y a sortie du canal, le mouvement est refusé. Si la chaîne

est encore à l'intérieur du canal le mouvement est accepté avec une probabilité P =

exp
(
− ∆E
kBT

)
, avec ∆E la di�érence d'énergie avant et après le mouvement, kB la con-

stante de Boltzmann et T la température.

A chaque mouvement, on compte le nombre d'essais accepté na et le nombre d'essais

total e�ectué nt. Le rapport entre ces deux quantités nous donne le taux d'acceptation

nr = na
nt
. On ajuste alors les amplitudes des sauts (∆lmax, ∆φmax et ∆ψmax) de manière

à avoir nr = 50% pour chaque type de mouvement, comme c'est souvent considéré dans

les simulations Monte-Carlo [112].

3.4.2 Résultats obtenus

Avec la simulation décrite ci-dessus nous obtenons les fonctions de corrélation de la

�gure 3.5 pour le cas à petit nombre de TKs et la �gure 3.6 pour un grand nombre de

TKs.

Le cas à peu de kinks correspond qualitativement aux observations expérimentales des

actines. En e�et, de la �gure 3.5, on voit que la fonction de corrélation présente, en plus

de la forme des fonctions de corrélation des chaînes semi-�exibles, des oscillations plus

ou moins marquées en fonction des paramètres physiques de la chaîne. Plus la largeur

du canal est petite, plus on peut injecter un plus grand nombre de TKs. Le paramètre γ

qui détermine l'énergie d'un TK augmente leur nombre lorsque celui-ci est proche de 1.

Le paramètre λ qui représente la taille d'un kink �xe le nombre maximal de TKs qu'une

chaîne peut porter en fonction de sa longueur. Lorsque celui-ci est à son maximum les

TKs se �gent formant ainsi une sorte de cristal très rigide. Quant au paramètre ω1,

celui-ci est inversement proportionnel aux amplitudes des oscillations de la fonction de

corrélation.
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3.5. Squeelix soumis à une force externe

Lorsque le nombre de TKs est très grand, on observe une longue série d'oscillations

qui présente les caractéristiques d'un �lament semi-�exible à large échelle. En e�et, on

observe dans la �gure 3.6 qu'en diminuant la largeur du canal, la fonction de corrélation

à large échelle présente un minimum. Ceci s'explique par le fait qu'avec un très grand

nombre de TK, on peut considérer comme unité de la chaîne un TK entier. Si leur nom-

bre est �xé (ou varie très peu) on retrouve le comportement d'une chaîne semi-�exible

sans torsion. On peut visualiser ce phénomène en observant les images du �laments au

cours de la simulation représentées dans la �gure 3.7.

3.5 Squeelix soumis à une force externe

Dans le but de quanti�er toutes les observations qualitatives obtenues avec la simulation,

nous e�ectuons le calcul analytique de la fonction de corrélation du squeelix soumis à une

force externe. Le cas du con�nement latéral et de la force d'étirement étant analogues

d'un point de vue statistique. Nous commençons par considérer le cas sans température.

3.5.1 Température nulle

L'énergie du squeelix soumis à une force externe est donnée par

E =
B

2

ˆ L
2

−L
2

{(
φ′2 − 2ω1φ

′ sinψ + ω2
1

)
+ c (ψ′ − ω3)

2 − F cos (φ)
}
ds, (3.19)

avec F la force d'étirement.

Dans le cas d'un régime où on a de faibles déviations de la tangente φ − 〈φ〉 � 1 , on

peut développer le terme cosinus au deuxième ordre, ce qui nous donne

E =
B

2

ˆ L
2

−L
2

{(
φ′2 − 2ω1φ

′ sinψ + ω2
1

)
+ c (ψ′ − ω3)

2
+ fφ2

}
ds, (3.20)

où nous avons négligé la constante −FL, et introduit la notation f = F/B.
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

Figure 3.5: Fonctions de corrélation obtenues avec la simulation d'une chaîne ayant
quelques TKs. La simulation est e�ectuée pour un polymère de longueur L = 200b et
un con�nement latéral d = 8b. Pour la courbe noire continue ω1 = 0.07b−1, γ = 1.6,
λ = 7, et pour la ligne rouge discontinue ω1 = 0.125b−1, γ = 5.2, λ = 4. L'unité de la
longueur d'arc s est b.
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Figure 3.6: Fonctions de corrélation d'une chaîne ayant un grand nombre de TKs.
La simulation est e�ectuée pour des squeelix de paramètres L = 200b , ω1 = 0.02b−1,
γ = 2 1015, λ = 5 10−6. Le con�nement latéral pour la courbe noire continue est
d = 2.5b, et pour la courbe rouge discontinue d = 2b. L'unité de la longueur d'arc s est
b.
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

Figure 3.7: Images instantanées de simulation pour des squeelix ayant un grand nom-
bre de TKs. Les paramètres des chaînes sont L = 200b , ω1 = 0.02b−1, γ = 2 1015,
λ = 5 10−6. Le con�nement latéral pour la courbe noire continue est d = 2.5b, et pour
la courbe rouge discontinue d = 2b. L'unité des coordonnées cartésiennes est b.
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3.5. Squeelix soumis à une force externe

L'état fondamental satisfait aux équations d'Euler-Lagrange

d

ds
(φ′ − ω1 sinψ) = fφ(s), (3.21)

ψ′′ +
2ω1

2c
φ′ cosψ = 0. (3.22)

Pour comprendre la physique du système, il est su�sant de considérer le régime de

faibles forces e�ectives f = F/B � 1. Les équations (3.21) et (3.22) peuvent être

résolues par la méthode des perturbations en développant les angles φ = φ0+fφ1+O(f 2)

et ψ = ψ0 + fψ1 +O(f 2). À l'ordre zéro de la perturbation on a le squeelix libre, étudié

dans le chapitre précédent, qui obéît aux équations

ψ′′0 +
ω2

1

2c
sin 2ψ0 = 0 (3.23)

φ′0 = ω1 sinψ0 (3.24)

Nous voulons étudier le mécanisme d'injection de twist-kinks (TK) induit par la force

d'étirement. Pour cela, nous considérons le régime γ > 1. La forme libre est dans ce cas

un arc de cercle de longueur L.

Si on choisit ψ0 = −π/2 on a

φ0(s) = −ω1s+ ω1L/2. (3.25)

Le terme constant permet d'avoir 〈φ0〉 = 1/L
´ L

0
φ0 (s) ds = 0, ce qui correspond à une

force d'étirement parallèle à l'axe x. L'énergie de cette con�guration est Ef=0
0−TK = 0.

En présence de la force, l'arc de cercle est légèrement déformé. En résolvant l'équation

(3.21) au premier ordre sur f on a

φ(s) = φ0(s) + fω1

(
−4s3 + 6Ls2 − L3

)
/24. (3.26)

On peut aisément voir que l'énergie au premier ordre sur f ne dépend que de φ0 (s), i.

e.

E0−TK ≈ f

ˆ L

0

B

2
φ2

0ds+O(f 2) (3.27)
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

qui se simpli�e en

E0−TK ≈
Fω2

1L
3

24
(3.28)

On suppose maintenant qu'un TK est injecté dans la chaîne. A température nulle,

comme nous allons le démontrer, la présence d'une force augmente la probabilité qu'un

TK apparaisse.

À f = 0, la courbure s'écrit

φ′0 = ω1 sinψ0 = ω1 tanh((s− x)/λK), (3.29)

où λK = 1
ω1

√
C
B
est la taille d'un TK et x la position du TK sur la chaîne. L'orientation

angulaire de la ligne centrale est

φ0(s) = ω1λK ln(cosh((s− x)/λK)), (3.30)

à partir de laquelle on peut obtenir la forme 2D du squeelix. De larges B/C � 1

impliquent λK � 1, ce qui donne une forme composée de deux arcs circulaires adjacents

de courbures opposées ±ω1 qui se rejoignent en x. Les arcs circulaires étant légèrement

déformés pour de larges B , on peut approximer au premier ordre sur f l'énergie d'un

TK par

E1−TK ≈ Ef=0
1−TK +

F

2

ˆ L

0

(φ0(s)− 〈φ〉)2 ds, (3.31)

avec Ef=0
1−TK = (γ − 1) πCω3 l'énergie d'un TK à force nulle.

Dans le régime circulaire que l'on considère γ � 1 , on peut e�ectuer l'approximation

Ef=0
1−TK ≈ 2ω1

√
BC .

A�n de calculer analytiquement E1−TK , il est utile d'approximer φ0(s) par deux seg-

ments linéaires

φ0(s) = −ω1s+ φ(0) 0 < s < x (3.32)

φ0(s) = ω1s− 2ω1x+ φ(0) x < s < L. (3.33)

La moyenne étant donnée par

〈φ〉 = φ(0) +
ω1

2
(L− 4x+

2x2

L
), (3.34)
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la contribution de la force

V =
F

2

ˆ L

0

(φ(s)− 〈φ〉)2 ds

à l'énergie totale est

V (x) =
Fω2

1

2

(
L3

12
− Lx2 + 2x3 − x4

L

)
. (3.35)

Le minimum de cette énergie est localisé à x0 = L/2 donnant

V (x0) =
Fω2

1L
3

96
. (3.36)

La comparaison des deux énergies (3.28) et (3.31) permet d'obtenir la force critique

nécessaire pour injecter un TK dans la chaîne, elle est donnée par

Fcritical ≈ 32
Ef=0

1−TK

L3ω2
1

= 64

√
BC

L3ω1

(3.37)

Notons que la température seule permet aussi d'injecter des TKs dans la chaîne. Cepen-

dant, lorsque la température est �nie, le TK se déplace quasi librement, alors qu'une

force externe permet d'injecter un TK mais le con�ne au milieu de la chaîne via un

potentiel e�ectif obtenu en développant V (x) au second ordre autour de x0,

V ≈ V (x0) +
Fω2

1L

4
(x− x0)2 +O((x− x0)4). (3.38)

En commençant par un régime sans torsion, E(0)
0−TK ≈ 0, on obtient que l'e�et d'une

force externe est l'injection d'un TK au milieu de la chaîne. Pour une force plus élevée,

on s'attend à ce que le squeelix forme un réseau de N TKs équidistants. Dans ce cas,

la distance inter-TK est d0 = L/(N + 1) et la chaîne est une séquence périodique d'arcs

circulaires de courbures opposées. L'énergie totale s'écrit

EN−TK ≈ NE1−TK +
F

2

ˆ L

0

ds(φ(s)− 〈φ〉)2 (3.39)

Les N TK étant distribués uniformément sur les positions xk = Lk/(2N), l'énergie

devient

EN−TK = NE1−TK +
FL3

24
ω2

1

1

(N + 1)2 . (3.40)
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La force critique nécessaire pour avoir N TKs est alors donnée par

Fcritical(N) ≈ 24
E1−TK

L3ω2
1

N2 (N + 1)2

2N + 1
=

48
√
BC

L3ω1

N2 (N + 1)2

2N + 1
. (3.41)

Si la force est assez grande, le nombre de TKs optimal est

N∗

L
=

1

d∗0
≈
(

ω2
1

12E1−TK

)1/3

F 1/3 ≈
(

ω1

24
√
BC

)1/3

F 1/3 (3.42)

L'énergie correspondante est

E∗/L =
3

2
12−1/3 (ω1E1−KT )2/3 F 1/3. (3.43)

En développant l'énergie autour de cette valeur optimale, on obtient

EN−TK = E∗ +
(12E1−TK)4/3

8Lω
2/3
1 F 1/3

(N −N∗)2 = E∗ +
A

L
(N −N∗)2 (3.44)

avec

A ≈ 3.4E
4/3
1−TKω

−2/3
1 F−1/3. (3.45)

Cependant, à température nulle, le nombre de kinks est �xé à N∗, ce qui donne une

corrélation entre tangentes φ0 (s) donnée par

〈
(φ0(s)− φ0(s′)2)

〉
N

=
d2

0ω
2
1

π2

(
cos

(
π

d0

s

)
− cos

(
π

d0

s′
))2

(3.46)

Sachant que pour de faibles déviations de φ (s) on a

〈cosφ (s)〉 ' 1− Σ (s) /2 (3.47)

avec

Σ (s) = 〈(φ(x)− φ(x+ s)2)〉, (3.48)

la fonction de corrélation à température nulle s'écrit

Cor0
N (s) = 1− 1

2
〈(φ0(x)− φ0(x+ s)2)〉N (3.49)

= 1− d2
0ω

2
1

π2
sin2

(
π

2d0

s

)1 + d0

sin
(
π
d0
s
)

π (L− s)

 . (3.50)
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3.5. Squeelix soumis à une force externe

C'est une fonction périodique due à la nature périodique de l'état fondamental. En

calculant la dérivée de CorN (s), on a la position du premier minimum smin ' d0 et la

valeur de la fonction est CorN (smin) = 1− d20ω
2
1

π2 . Ces valeurs correspondent parfaitement

avec celles de la simulation des squeelix dans un canal.

3.5.2 Température �nie

Les �uctuations thermiques permettent aux TKs de se déplacer autour de leur position

d'équilibre xk d'une distance δxk.

Le coût énergétique d'un tel déplacement est

V =
F

2

ˆ L

0

ds(φ(s)− 〈φ〉0)2 (3.51)

=
FL

2
ω2

1

(
1

12
d2

0 +
∑

k=1,N

(
−d0

L
+ 4

xk
L

(
1− xk

L

))
δx2

k

−8
∑

l>k

(xk
L

(
1− xl

L

))
δxk(−1)lδxl

)
. (3.52)

Ce qui nous permet d'écrire

V = V0 +
FL

2
ω2

1 〈δx|V (2) |δx〉 (3.53)

avec

V0 =
FL

24
ω2

1d
2
0 =

Lω
2/3
1

24
F 1/3 (12E1−TK)2/3 (3.54)

la valeur minimale du potentiel correspondant à un réseau parfait. Les valeurs propres

et les fonctions propres de l'opérateur V (2) sont

um(k) ∼ sin

(
πmk

N + 1

)
avec 1 < k < N et 1 < m < N (3.55)

λm =
1

N + 1
tan2(

πm

2(N + 1)
). (3.56)

On décompose le déplacement en termes de ces fonctions propres

δxk = L

N∑
m=1

sin

(
πmk

N + 1

)
εm. (3.57)
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

En posant la forme

φ0 = −d0ω1

π
cos

(
π

d0

s

)
, (3.58)

on a une décomposition de δεφ

δεφ =
ω1L

2d0

N∑
m=1

εmfm (s) (3.59)

avec

fm (s) =
2π

L

ˆ s

0

cos

(
π (N + 1)

L
s′
)

sin

(
πms′

L

)
ds′. (3.60)

En utilisant la relation

N∑
k=1

sin

(
πnk

N + 1

)
sin

(
πmk

N + 1

)
=
N + 1

2
δn,m (3.61)

l'énergie devient

E ≈ NE1−TK + V0 +
FL

2
ω2

1 〈δx|V (2) |δx〉 = NE1−TK + V0 +
1

2

N∑
m=1

K(m)ε2
m (3.62)

avec

K (m) =
1

2
FL3ω2

1 tan2(
πm

2(N + 1)
). (3.63)

L'énergie libre donnée par GN = −kBT ln(ZN) avec

ZN = e−β(NE1−TK+V0−FL)

N∏
m=1

ˆ
dεme

−β
2
K(m)ε2m (3.64)

= e−β(NE1−TK+V0−FL)

N∏
m=1

√
2πkBT

K (m)
(3.65)

s'écrit

GN = N

(
E1TK −

kBT

2
ln (4πkBT )

)
+V0−FL+

kBT

2

N∑
m=1

(
FL3ω2

1 tan2

(
πm

2 (N + 1)

))
.

(3.66)
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3.5. Squeelix soumis à une force externe

A partir de la relation 〈∆x〉 = −∂G
∂F

, on a

〈∆x〉
L

= 1− ω2
1

24

L2

(N + 1)2
− kBT

2

N

LF
(3.67)

Le deuxième terme est purement géométrique et est dû à la périodicité de l'état fonda-

mental. Le troisième terme dépend de la température.

Pour une force donnée, il y a un nombre optimal de kinks donné parN/L ≈
(

ω2
1

12E1−TK

)1/3

F 1/3,

pour un N � 1. Alors 〈∆x〉 /L peut être réécrit sous la forme

〈∆x〉
L

= 1−
(

1 +
kBT

E1−TK

)
(12E1−TK)2/3 ω

2/3
1

24F 2/3
. (3.68)

On a 〈
ε2
m

〉
=

kBT

K(m)
=

2kBT

FL3ω2
1 tan2( πm

2(N+1)
)
≈ 8kBT (N + 1)2

FLω2
1π

2m2L2
(3.69)

=
8

F 1/3 (12E1−TK)2/3 Lω
2/3
1 π2

kBT

m2
= D

kBT

m2
(3.70)

avec D = 8

F 1/3(12E1−TK)2/3Lω
2/3
1 π2

.

En conséquence

〈
(δxk)

2〉 = L2

N∑
m=1

sin2

(
πmk

N + 1

)〈
ε2
m

〉
= L2DkBT

N∑
m=1

sin2
(
πmk
N+1

)
m2

. (3.71)

〈
(δxk)

2〉 est maximal pour k = (N + 1)/2 et doit être inférieur à d2
0, ce qui donne

〈
(δx)2

max

〉
= L2DkBT

N∑
m=1

sin2
(
πm
2

)
m2

� L2

N2
(3.72)

où
N∑
m=1

sin2
(
πm
2

)
m2

= 1 +
1

32
+

1

52
+ .. =

N∑
m=1

1

(2m− 1)2
≈ π2

8
= 1.234 (3.73)

de telle sorte que pour un grand nombre N , si π2

8
L2DkBT � L2

N2 on a la condition

supplémentaire
kBT

12E1−TK
� (12E1−TK)1/3

LF 1/3ω
2/3
1

. (3.74)
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3. Polymères en hélice confinés dans un canal

A température �nie, on doit aussi inclure les déformations élastiques du �lament que

l'on note δelφ(s). On peut alors écrire

φ(s) = φ0(s) + δεφ(s) + δφ(s) (3.75)

pour de faibles déformations élastiques et déplacements de TKs autour de leurs positions

d'équilibre. En écrivant φ0(s, ε) = φ0(s) + δεφ(s) l'énergie devient

E(N,F ) = NE1−TK +
F

2

ˆ
ds(φ0(s, ε)−〈φ0〉)2 +

ˆ
ds

(
B

2
δφ′2 +

F

2
δφ2 + Fφ0(s, ε)δφ

)
(3.76)

En utilisant la décomposition en série de Fourier

δφ(s) =
δφ0√
L

+

√
2

L

∑∞

n=1
cos(

πn

L
s)δφn (3.77)

l'énergie devient

E(N) ≈ EN−TK +
1

2

N∑
m=1

K(m)ε2
m +

1

2

∞∑
n=1

G−1
n δφ2

n −
∞∑
n=1

Jnδφn (3.78)

où

Jn = F

√
2

L

ˆ L

0

φ0(s) cos(
πn

L
s)ds (3.79)

et

G−1
n = B

(πn
L

)2

+ F. (3.80)

On peut démontrer que le terme
∑∞

n=1 Jnδφn donne une contribution négligeable à la

fonction de corrélation dans le cas étudié, i. e. λF � λTK avec λF =
√

B
F
la longueur

de Odijk.

L'énergie est alors

E(N,F ) ≈ EN−TK +
1

2

N∑
m=1

K(m)ε2
m +

1

2

∞∑
n=1

G−1
n δφ2

n (3.81)

que l'on développe au deuxième ordre autour de N∗

E(N,F ) ≈ E∗ +
A

L
(N −N∗)2 +

1

2

N∑
m=1

K(m)ε2
m +

1

2

∞∑
n=1

G−1
n δφ2

n. (3.82)
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3.6. Conclusion

La fonction de partition grand canonique est

Q = N e−βE∗
ˆ ∞
−∞

∞∏
n=1

d (δφn) e−β
1
2
G−1
n δφ2n

∞∑
N=0

(
e−β

A
L

(N−N∗)2
ˆ ∞
−∞

∞∏
m=1

dεme
−β 1

2
K(m)ε2m

)
(3.83)

où le facteur de normalisation N assure que pour F = 0, on retrouve la fonction de

partition du squeelix libre.

On obtient Σ (s) par la relation

Σ(s) = 〈(φ(x)− φ(x+ s)2)〉 =
1

L− s

ˆ L−s

0

dx
〈
(φ(x)− φ(x+ s))2

〉
(3.84)

sachant que 〈
(φ(s)− φ(s′)2)

〉
=

1

Q

∞∑
N=0

〈
(φ(s)− φ(s′)2)

〉
N
e−β

A
L

(N−N∗)2 (3.85)

où 〈(φ(s)− φ(s′)2)〉N est calculé pour un nombre de TKs �xe.

On a ainsi obtenu tous les outils nécessaires pour entreprendre un calcul numérique de

la fonction de corrélation à température �nie.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié le comportement dynamique des polymères en hélice

à 2D (squeelix) con�nés dans un canal. Grâce à une combinaison entre simulation

Monte-Carlo et une modélisation analytique du problème, nous avons pu prédire les

fonctions de corrélation qu'un tel système pourrait avoir. Ces fonctions de corrélation

présentent des oscillations caractéristiques que l'on ne peut obtenir avec un modèle de

chaîne semi-�exible. Des expériences ont récemment montré que les actines con�nées

présentaient ce genre d'oscillations dans la fonction de corrélation. Ce qui nous permet

de supposer que les actines, en plus d'avoir un arrangement hélicoïdal connu, ont une

ligne centrale qui a, elle aussi, une structure en hélice.
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Conclusion

Tout au long de ce manuscrit, nous avons présenté nos e�orts visant à comprendre le

comportement de certains constituants biologiques dans leur environnement naturel où

le con�nement est omniprésent.

Nous avons commencé par l'étude de la membrane lipidique de topologie toroïdale con-

�née dans une sphère dure. Nous avons obtenu un diagramme des phases représentant

toutes les formes stables que peut prendre la membrane, toutes symétriques par rapport

au plan médian du tore. Quant à la symétrie axiale, celle-ci est véri�ée pour de faibles

volumes uniquement. Au fur et à mesure que l'aire de la membrane est augmentée celle-

ci traverse trois phases de con�nement. Pour de faibles aires, il n'y a pas de contact avec

la paroi. Pour des aires plus grandes, le con�nement se fait en un seul cercle puis s'étale

sur une surface de plus en plus large. Lorsque l'aire atteint une certaine limite, des

zones de self-contact apparaissent. Si les parties de la membrane en contact fusionnent,

un changement de topologie fait passer la membrane interne de la forme d'un tore à la

forme de deux sphères incluses l'une à l'intérieur de l'autre.

Nous nous sommes ensuite intéressés à l'équilibre des forces de contact dues à la paroi

rigide. Nous avons montré que, dans la phase axisymétrique, les forces se distribuent

uniquement au niveau de la ligne où la membrane se détache de la paroi. Pour la phase

non-axisymétrique, une force supplémentaire apparaît sur toute la surface de contact.

En�n, nous avons étudié l'in�uence de l'adhésion entre la membrane interne et son

con�nement. On trouve que celle-ci fait apparaître de nouvelles zones dans le diagramme

des phases où la membrane interne ne présente pas de symétrie par rapport au plan
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médian.

Par cette première étude, nous espérons avoir contribué à la compréhension de la mor-

phogenèse des mitochondries. En e�et, le modèle utilisé représente une bonne approx-

imation du système car celles-ci sont constituées d'une membrane lipidique con�née

dans une membrane externe plus dure.

Dans la deuxième partie du travail nous nous sommes intéressés à une échelle plus petite.

Nous avons étudié le con�nement des polymères en hélice. On a d'abord considéré le

con�nement planaire. Celui-ci change complètement la forme originelle de l'hélice et

fait apparaître des formes aussi variées que des spirales, des cercles et des ondulations,

selon les paramètres physiques de l'hélice. Les formes obtenues dépendant fortement

des paramètres de l'hélice, notre étude peut être utilisée comme un dictionnaire par

des expérimentateurs pour pouvoir déduire les paramètres d'un polymère à partir des

formes observées au microscope.

Nous avons également montré que le con�nement à deux dimensions fait apparaître

des régions où la courbure du �lament change rapidement de signe. Ces régions se

comportent comme des quasi-particules conformationnelles. En quanti�ant les interac-

tions entre ces quasi-particules, nous avons élaboré un modèle qui décrit entièrement la

dynamique du polymère con�né .

À partir de ce modèle de quasi-particules en interaction, nous avons ajouté un con�ne-

ment latéral dans le but de simuler un canal, en utilisant deux approches di�érentes.

La première est e�ectuée par des simulations Monte-Carlo et la deuxième par un calcul

analytique modélisant le con�nement par une force externe. Le principal résultat obtenu

est l'apparition d'oscillations dans la fonction de corrélation de la chaîne, similaires aux

oscillations observées expérimentalement pour des actines con�nés dans un canal. Notre

modèle apporte donc une explication à ces observations et impliquerait que la structure

des actines est en hélice.

Comme perspective à ce travail, nous envisageons :
� L'étude de polymères en hélices con�nées à la surface d'une membrane lipidique.

� Le calcul numérique des fonctions de corrélations analytiques des squeelix con�nés

dans un canal.

132



Conclusion

� La prise en compte des self-contacts dans le modèle des membranes lipidiques con-

�nées.
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