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Résumé

Nous proposons dans ce travail d’étudier un modèle théorique d’une jonction de Jo-
sephson à base du supraconducteur MgB2 en se basant sur la théorie BSC qui rend
bien compte de la supraconductivité de MgB2. L’interaction attractive entre les élec-
trons est modélisée par un terme coulombien de contact avec une valeur appropriée.
La jonction/partie centrale (normale) est modélisée par l’ajout d’un terme de corré-
lation/interaction électronique donnant le modèle de Falikov- Kimbel. Ce dernier est
traîté dans la théorie du champ moyen dynamique (DMFT) qui donne une solution
analytique pour la self-energie due aux interactions coulombiennes. Nos résultats
seront ensuite confrontés aux résultats expérimentaux et théoriques disponibles.

Mots-clés : Jonction de Josephson, MgB2, BCS, DMFT.

Abstract

We propose in this work to study a theoretical model of a Josephson junction based
on the MgB2 superconductor, using the BSC theory which gives a good account of the
the superconductivity of MgB2 . The attractive interaction between the electrons is
modeled by a coulombic contact term with an appropriate value. The junction/central
(normal) part is modeled by the addition of a correlation/electronic interaction term
giving the Falikov-Kimbel model . The latter is treated in the dynamic mean field
theory (DMFT) which gives an analytical solution for the analytical solution for the
self-energy due to coulombic interactions. Our results will then be compared with the
available experimental and theoretical results .

Key words : Josephson Junction, MgB2, BCS, DMFT.
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Introduction Générale

La supraconductivité est l’un des phénomènes les plus intéressants dans la physique du solide tant
par ses retombés technologiques énormes que par le défit qu’elle pose à sa compréhension d’un point
de vue fondamental. En effet l’absence de résistance électrique est souhaitable dans la mesure où une
grosse partie de l’énergie électrique produit par des générateurs est dissipée lors de son transport via
des fils électriques ordinaires, à base de cuivre par exemple, par effet Joule. La possibilité offerte par
une éventuelle réalisation de la supraconductivité à température ambiante est dès lors d’un bénéfice
énorme pour l’économie, mais aussi pour l’environnement. A l’échelle mésoscopique la fabrication de
circuits électroniques à base de supraconducteurs permet non seulement de réduire considérablement
leur consommation en énergie électrique, mais également leur performances en terme de leur vitesse
de traitement des données(processing speed).Bien que actuellement la supraconductivité n’est
réalisable qu’à très basse température, les supraconducteurs sont déjà largement utilisés pour la
génération de champs magnétiques puissants, indispensables dans applications aussi variées que
l’imagerie médicale (IRM) et dans les accélérateurs de particules. Ils sont également utilisé dans
la détection et la mesure de faibles champs magnétiques, comme dans le SQUID( superconducting
quantum interference device) basé sur des boucles contenant des jonctions de Josephson.
Le but de ce travaille est de modéliser par des techniques théoriques assez avancées des jonctions de
Josephson à base d’un supraconducteur MgB2 dans le but de dégager des paramètres contrôlables
en principe expérimentalement afin d’optimiser leur caractéristiques. Le choix du cadre théorique
mis en œuvre dans ce travail est dicté par la difficulté, voire l’impossibilité de mener une étude
pareille dans le cadre traditionnel des méthodes dites de premiers principes. Même si ces dernières
sont couramment, utilisées par exemple, pour calculer les constantes de couplage électrons-phonons,
il n’en reste pas moins que le problème de la supraconductivité relève des méthodes à plusieurs
corps, en sus du fait que les propriétés à étudier dépendent de la température.
Pour une jonction de Josephson le facteur de qualité est donné par le produit du courant critique
Ic qui peut traverser la jonction et de la résistance Rn qui vient principalement de la barrière
entre les deux “électrodes”. Le courant critique lui par contre dépend à la fois des électrodes
supraconductrices, leurs gaps et leurs températures de transition, et de la barrière, notamment son
épaisseur. Le facteur IcRn donne la vitesse à laquelle la jonction change d’état et par conséquent la
fréquence opérationnelle associée pour les circuits électroniques à base de ces jonctions.
Le choix porté sur le matériaux est dicté par plusieurs facteurs, le principal étant la température
critique relativement élevée à laquelle MgB2 devient supraconducteur, même si cette température
reste assez basse comparativement à celles d’autres matériaux. Le facteur le plus attractif reste
néanmoins celui de la facilité avec laquelle MgB2 se prête à en fabriquer des conformations variées
comme sous forme de films minces ou de fils, ce qui permet une meilleur intégration avec les
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composants couramment utilisés dans les circuit électroniques. En outre, l’abondance naturelle des
deux éléments constitutifs, à savoir le magnésium et le bohr, fait que les coûts de fabrication à
grande échelle des composants à base de MgB2 restent abordables et donc les prix seront eux aussi
abordables pour le consommateur final.
D’un point de vue fondamental MgB2 est un matériaux qui présente des caractéristiques nouvelles
parmi les supraconducteurs dits conventionnels avec lesquels il partage le fait que l’attraction
effective,entre les électrons, responsable de la formation des paires de Cooper est due aux vibrations
du réseau atomique. La particularité de MgB2 vient de ce qu’il possèdes deux gaps alors que les
autres n’en possèdent qu’un seul. Ceci est dû notamment à l’anisotropie qui caractérise ses propriétés
électroniques, composition et forme de sa surface de Fermi, et qui sont reflétée aussi dans d’autres
propriétés thermodynamiques de MgB2 à l’état supraconducteur.
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Chapitre 1
Supraconductivité : Historique et
Applications

Dans ce chapitre nous introduisons les notions de base sur la supraconductivité tels que traités dans
des livres de référence comme Kittel [5] et Ibach et Lüth [6] et qui sont supposés être enseignés
en graduation. Les méthodes théoriques avancées pour l’étude de la supraconductivité à l’échelle
microscopique seront introduites dans le chapitre suivant.

1.1 Découverte et Premières Tentatives d’Explication
La supraconductivité [7] est un phénomène purement quantique qui se manifeste à l’échelle macro-
scopique par deux effets fondamentaux : d’une part l’absence de résistivité en dessous d’une certaine
température critique Tc, un effet découvert par Kamerling Onnes et Gilles Holst en 1911 [8] [9], et
d’autre part le diamagnétisme parfait caractérisé par l’expulsion totale de faibles flux magnetiques
de l’interieur d’un supraconducteur, effet découvert par Meissner-Ochsenfeld en 1933 et qui porte le
nom “effet Meissner”.
La supraconductivité fut découverte par Kamerling Onnes et Gilles Holst dans un specimen de mer-
cure suite à la première liquifaction résussi de l’helium réalisée par Onness trois ans plus tôt. La
mesure de la résistance du mercure montrat qu’elle diminue avec la température jusqu’à ce qu’elle
chute brutalement pour s’annuler au-dessous de 4.5 K. Du fait que la résistivité d’un supraconducteur
est nulle un supercourant généré dans une boucle supraconductrice circule indiféniment sans dissipa-
tion. Depuis sa première decouverte dans le mercure la supraconductivité a été observée dans plusiers
autres systèmes à l’instar des éléments purs (Al, Pb, Nb..), des alliages ( NbTi ), des composés inter-
metalliques( Nb3Sn), des céramiques( YBa2Cu3O7−d), des matériaux bidimensionnels(graphène), des
composés organiques. Certains éléments ne deviennent supraconducteurs que sous pression(Si). La
mesure de la contribution électronique à la capacité calorifique ce dans l’état normal et dans l’état
supraconducteur montre que ce dernier possède une entropie plus faible ; ce qui indique clairement
que dans l’état supraconducteur les électrons sont plus ordonnés que dans l’état normal. De plus
la dépendance en exponentielle de ce en fonction de la température (ce ∝ exp[−2∆/kBT ])(kB la
constante de Planck) au-dessous de Tc indique, de manière similaire à semi-conducteur, l’existance
d’un gap ∆, dans le spectre des excitations électroniques, qui est absent dans l’état normal. Le gap
∆(T ) diminue avec la température de sa valeur maximale à T = 0 pour s’annuler à Tc. D’autre part,
la discontinuité de ce(T ) et la continuité de ∆(T ) à la température de transition indiquent que la
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1.1. DÉCOUVERTE ET PREMIÈRES TENTATIVES D’EXPLICATION

transition état normal-état supraconducteur est de second ordre.
L’observation de l’effet Meissner est un critère essentiel qui différencie un supraconducteur d’un
conducteur parfait ayant une résisitivé nulle, ce dernier ne pouvant expulser le champ magnétique
de son intérieur. L’effet Meissner fut compris comme étant dû à la génération d’un supercourant à la
surface du supraconducteur créant à l’intérieur du matériau une aimantation qui s’oppose exactement
au champ extérieur et expulse le champ magnétique donnant B = 0 à l’intérieur du supraconducteur.
Par contre, si le champ est suffisamment fort, le diamagnétisme ne peut plus le contrer et deux
situations se présentent : soit la supraconductivité est détruite au-dela d’un chanmp critique Hc, et
on parle alors d’un supraconducteur de type I, soit le champ pénètre à l’interieur du supraconducteur
au-dessus d’un champ critique Hc1, le matériaux restant supraconducteur jusqu’à un champ critique
Hc2 > Hc1, et on parle alors d’un supraconducteur de type II. Dans ce dernier l’effet Meissner est
partiel entre Hc1 et Hc2 et le champ B pénètre sous forme de tubes de flux formant des vortex à
l’interieur du supraconducteur. Ces derniers sont dus à des supercourants qui empèchent le champ
de pénéter à l’extérieur des tubes. Un fait important fut établi/remarqué où le flux magnetique Φ à
l’intérieur de chaque tube est quantifié et est un multiple entier d’un flux élémentaire Φ0 = h/2e, où
h est la constante de Planck et e est la charge élémentaire.
Il a fallu plus de deux dicinies après la découverte de la supraconductivité pour que les théoriciens
se penchent sur son explication à travers différentes théories phénoménologiques dont la théories des
frères London qui rend compte de l’effet Meissner et la théorie de Ginzburg-Landau qui permit de
rendre compte d’autres propiétés en plus de l’effet Meissner.

1.1.1 Théories phénoménologiques
1.1.1.1 Les équations de London

La première tentative d’explication du comportement des électrons dans un supraconducteur était
celle des frères London en 1934 [10]. Leur description phénoménologique est basée sur deux équations
fondamentales combinée avec les équations de Maxwelle [11] [12] :

∂J
∂t

= 1
µ0λ2

L

E, (1.1)

et
∇× J = 1

µ0λ2
L

B, (1.2)

où J est le supercourant, E est le champ électrique, B est le champ magnétique, et λL est une
longeure caractéristique. Cette dérnière est appelée longueur de pénétration ou épaisseur de London ;
elle corespond à la distance sur laquelle le champ magnétique passe de sa valeur B0 à la surface du
supraconducteur à une valeur nulle à l’intérieur de celui-ci. En d’autres termes elle définit également
la pénétration du courant de surface J.
Cette théorie rend compte de l’effet Meissner sans pour autant expliquer son origine, ni encore la
problématique de l’absence de résistivité dans un supraconducteur.
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1.2. LA THÉORIE BCS

1.1.1.2 La théorie de Ginzburg-Landau et les deux types de supraconducteurs

La théorie phénoménologique 1 de Ginzburg-Landau proposée en 1950 [13] est basée sur la description
des transitions de phases du second ordre (ou continues) où le paramètre d’ordre ψ est posé comme
un scalaire complexe. Il s’averera pas la suite que ψ n’est rien d’autre que la fonction d’onde décrivant
l’état des électrons supraconducteurs [14]. Dans cette théorie la densité de porteurs est donnée par
le module de la fonction d’onde décrivant l’état de ces porteurs ns(r) = |ψ(r)|2. Comme pour le
magnétisme par exemple il s’agit ici de proceder à une developement de l’énergie libre du système
comme fonction du paramètre d’ordre et autour de la température critique de transition de l’état
normal vers l’état supraconducteur, où l’énergie libre F est donnée par :

F =
∫
α|ψ|2 + β|ψ|2 1

2m(h
i
5−qA)2ψdr (1.3)

( δF
δψ∗

) = 0 (1.4)

Ils proposèrent deux équations fondamentales permettant de décrire l’état supraconducteur dont :

αψ + βψ|ψ|2 + 1
2m(h

i
5−qA)2ψ = 0 (1.5)

j = ihq

2m(ψ5 ψ∗ − ψ∗5 ψ)q
2A

m
|ψ|2 (1.6)

où α et β sont des fonctions de la température et q et m sont la charge et la masse de la paire. cette
théorie introduit deux longeures caractéristiques dont :
— la Longueur de cohérence ξ : peut être définie comme étant la taille moyenne d’une paire

de Cooper elle est donnée par :

ξ =
(
h2

2mα

) 1
2

(1.7)

— la Longueur de pénétration λ : c’est la longueur sur laquelle le champ magnétique décroit
de sa valeur initiale en pénétrant dans le supraconducteur, elle est définit commme

λ =
(

mβ

µ0q2|α|

) 1
2

(1.8)

le rapport entre les deux longueurs définit le paramètre de GL κ = λ
ξ
qui permet de classifier

selon sa valeur critique κ = 1√
2 les supraconducteurs en deux catégories principales, à savoir

les supraconducteurs de type I et de type II

1.2 La théorie BCS
La théorie microscopique de Bardeen, Cooper et Schrieffer (BCS) Développée En 1957 [15] elle vient
justifier les approches phénoménologiques décrites précédemment. En effet la découverte de l’effet

1. Cette théorie est fondée sur l’intuition en absence d’une justification microscopique. C’est la théorie BCS qui
viendra apporter sa justification quelque temps plus tard.
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1.2. LA THÉORIE BCS

isotopique renseigne sur l’implication des phonons dans l’apparition de la supraconductivité, cet état
l’orsque il est traité en pérturbation donne naissance dans un certain régime de fréquence à une
interaction effective qui est attractive entre deux électron il en résulte que deux électrons peuvent
s’apparier et former un état lié appelé paire de Cooper.
Un électron étant un fermion de spin un demi, un état lié de deux électrons va se compter comme
un boson (de spin 0) et par conséquent ces paires en se condansant peuvent former un condensat.
l’interaction attractive entre deux électrons au-dessus de la mer de Fermi provoque une instabilité de
cette dernière en effet elles forment un état cohérent, d’énergie plus basse que celui du métal normal
qui sont non appariés
L’état fondamental proposé par BCS est une superposition cohérente d’états de paires d’électrons
qui s’écrit

| Ψ〉 =
∏

|
−→k |6kF

(uk + vkc
†
k,↑c

†
-k,↓) | 0〉 (1.9)

où | 0〉 reprsente l’état dans la sphére de fermi et c†k,↑, c
†
−k,↓ les opérateurs de créations et d’anhilation

respectivement d’un électron de spin ↑ et de moment k et kf et est le vecteur d’onde de Fermi, on a
aussi |uk|2 + |vk|2 = 1 avec |vk|2 et |uk|2 représente la probabilité que la paire de Cooper soit occupée
où vide respectivement . Une prédiction remarquable dans le spectre d’éxitation électronique d’un
tel systéme est l’éxistance d’un gape ∆(k) comme montré sur la figure ci-dessous :

Figure 1.1 – Comparaison de la courbe de disperssion pour un métal normal avec un métal supra-
conducteur

Dans l’état fondamental tout les états de paires sont occupés ou vides, on obtient l’état excité en
brisant les paires Cooper avec une énergie égale à 2∆ et donc la dispersion du supraconducteur est
donnée par E(k) =

√
ξ2
k + ∆2.

Le gap supraconducteur est reliée à l’énergie d’excitation des phonons par la ci-dessous, avec N(Ef )
est la densité au niveau de Fermi et V représente l’interaction attractive ente les électrons etωD la
fréquence de Debeye :

∆ = 2hωD exp[− 2
V N(Ef )

] (1.10)

L’amplitude du gap à T = 0K est relié à la température critique avec la relation ci-dessous où kB la
constante de Boltzman et TC la température critique :

∆(0) = 1.76kBTC (1.11)
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1.3. EFFET JOSEPHSON

1.3 Effet Josephson
Si on considère une mince barrière isolante séparant deux métaux supraconducteurs un effet remar-
quable apparaîtra, c’est le passage des paires de Cooper par effet tunnel [7] , En 1962, B. Josephson
a prédit deux effets essentiels [16] :

1. L’effet Josephson continu qui stipule que même en absence de toute tension appliquée aux
bornes de la jonction un supercourant apparaîtra entre les deux supraconducteur il a était
observé par la première fois par Anderson et Rowel (1963).

2. Effet Josephson alternatif qui est une oscillation du supercourant proportionnelle à la tension
au borne de la jonction avec une fréquence ω = 2eU

h

1.3.1 Les équation de Josephson
Modélisons une jonction SIS (voir figure ci-dessous) On introuit les deux équation de Josephson

Figure 1.2 – schéma représentant une Jonction Josephson [2]

décrivant les effets précédents
js = jc sinφ (1.12)

avec jc le courantde Josephson maximal où critique et js est le supercourant

∂φ

∂t
= 2eU

h
(1.13)

avec U est la tension appliquée et φ = φ2−φ1 la différence de phase entre les deux supraconducteur
S1 et S2 (voir figure 1.2).

1.3.2 Les applications de l’effet Josephson
Parmi les sucés de l’effet Josephson la fabrication des dispositifs quantiques qui détecte les faibles
flux magnétiques même de quelques femtotesla appelé SQUID où Superconduting Quantum Interfe-
rometric Devices , qui sont utilisés dans un vaste domaine d’applications : magnétométrie, RMN bas
champ, géophysique ...

7



1.4. LES SUPRACONDUCTEURS À HAUTE TEMPÉRATURE CRITIQUE

1.4 Les supraconducteurs à haute température critique
Avant 1986 la température critique atteinte par les supraconducteurs ne dépasse pas les 23K pour
Nb3Ge (figure(1.3)), c’est les supraconducteurs convenionnels, jusqu’à ce que Millier et Bednorz
[17] montrent qu’un oxyde à base de lanthane, baryum, cuivre et oxygène, devient supraconducteur
à une température critique Tc = 35K ce sont des supraconducteurs à haute température critique
(cuprates) , depuis les recherches succédent pour trouver des supraconducteurs à la température
critique plus élevée [2]. Parmi eux, on s’intéressera, ici essentiellement au composé du Diborure de
Magnésium MgB2 (Tc de l’ordre de 40 K)

Figure 1.3 – Evolution des températures critique Tc les plus élevès en fonction de l’année de leurs
découverte [3]
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1.5. CONCLUSION

1.5 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre un bref rappel de la théorie de la supraconductivité et les
théories microscopique et phénoménologique fondamentales dont elle se base .
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Chapitre 2
Modélisation Théorique de la
Supraconductivité, des Effets de Défauts,
et de la Jonction de Josephson

2.1 Introduction
La théorie microscopique de la supraconductivité permet de comprendre plusieurs effets et de les
expliqués dans le cas des systèmes homogène, mais dans le cas des systèmes inhomogènes ( jonction
par exemple) la connaissance de l’état fondamentale BCS est insuffisant pour dérivé les différents
propriétés qui découlent .
Les théories Bogoliubovs-de Genne et Gor’kov sont nécessaires pour reformulé la théorie BCS en
termes d’équations différentielles [11] , dans notre travail on s’intéressera au formalisme de Nambu-
Gor’kov qui appui sur les fonctions de Green.

2.2 Seconde Quantification
Pour étudier un système formé d’un grand nombre de particules fortement corrélés on utilise le
formalisme de la seconde quantification [18] , qui consiste à traiter l’état du système par un opérateur
champ de matière , cet état est comme étant une combinaison linéaires d’états à différents nombres
de particules . Avec l’opérateur champ s’écrit à la base des opérateurs de créations et d’annihilations
de particules c†iσ et ciσ qui agissent dans l’espace de Fock 1 .
On définit les opérateurs de créations et d’annihilations de particules c†iσ et ciσ le formalisme de la
seconde quantification comme suit :

c†iσ = 1√
N

∑
kσ

c†kσe
−ikRi (2.1)

ciσ = 1√
N

∑
kσ

ckσe
ikRi (2.2)

1. C’est la complétion de l’espace de Hilbert
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2.3. HAMILTONIEN EN LIAISONS FORTES

2.3 Hamiltonien en Liaisons fortes
Dans le but de déterminer la structure de Bande des électrons en utilise l’approximation des Liaisons
fortes dans le cadre de la seconde quantification. introduisant les opérateurs de création et d’annihi-
lation d’un électron sur une orbitale d’un atome sur un site (i) localisé en Ri et de spin σ c†iσ et ciσ
et les coefficients tij qui traduisent l’amplitude de sauts des électrons de ce déplacer d’un site à un
autre . L’hamiltonien dans ce modéle est donné par [18] :

H =
∑
iσ

ε0(c†iσciσ) +
∑
〈ij〉

tij(c†iσcjσ) (2.3)

On injectons les équations (2.1) (2.2) dans l’hamiltonien (2.3) , avec c†kσckσ = nkσ opérateur nombre
d’électrons on trouve

H =
∑
kk′σ

[
1
N

∑
i

ε0e
i(k−k′)Ri + 1

N

∑
ij

tije
ikRj−ik′Ri

]
c†kσckσ =

∑
kσ

E(k)c†kσckσ (2.4)

Avec
E(k) =

∑
δ

−tδeiδk

2.4 Nombre/densité de paires de Cooper
On définit l’opérateur qui décrit la création d’une paire Cooper introduite par la théorie BCS (qui
traduit que la paire est crée par deux électrons de spins opposés) par :

〈c†iσc
†
i−σ〉 = 〈n̂iσ〉 = niσ (2.5)

qui est différent de zéro même si le nombre d’électrons est conservé , car on parle des états cohérent
dans un supraconducteur et nulle pour un état normale.

2.5 Fonction de Green de Matsubara
Il existe plusieurs fonction de Green [19] dont la fonction de Green retardée qui traduit l’amplitude
de probabilité de créer au tempstune particule fermionique de spin σ à la position r, et de la retrouver
transformée en une particule de spin σ′ à la position r′ au temps t′ ,on la définit comme suit :

GR(rσt, r′σ′t′) = −iθ(t− t′)〈cσ(r, t)c†σ′(r, t′)〉 2 (2.6)

Avec la moyenne thermodynmique d’un opérateur est donnée par :

〈Ô〉 = Tre−βĤÔ

Tre−βĤ
(2.7)

2. c’est une moyenne thermodynmique dans l’ensemble grand canonique et {A, B} l’anti-commutation entre les
opérateurs A et B.
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2.6. ETUDE DANS LE MASSIF

Dans le but de calculer les fonction (2.6) une astuce mathématique a été introduite qui stipule que
les arguments temps et les fréquences sont des quantités imaginaires (notons que cela n’a aucun sens
physique 3, c’est la fonction de Green Matsubara définit comme suit [19] :

Gij(τ, τ ′) = −〈Tτ (ci(τ)c+
j (τ ′))〉 (2.8)

où Tτ est l’opérateur chronologique temporel en temps imaginaire (τ = it ), et donc l’équation 2.8
devient :

Gijσ(τ) = −〈ττciσ(τ)c†jσ(0)〉 ≡ −Tr(e−β(H−µN)ττciσ(τ)c†jσ(0))/Z (2.9)

Avec Z la fonction de partition donnée par

Z = Tr(e−β(H−µN)) 4 (2.10)

La série de Fourier des fréquences de Matsubara, est traduite par la définition suivante :

Gij(iωn) =
∫ β

0
dτe

iωnτ
β Gij(τ) (2.11)

où β = 1
kBT

et ωn = (2n+1)π
β

est la fréquence Matsubara pour les fermions.

2.6 Etude dans le Massif
On utilise le modèle de Hubbard attractif(UH = −|U |) pour modéliser l’interaction attractive entre
les électrons médiée par des phonons cette interaction est en principe retardée, non localisée dans
l’espace direct et en utilisant le découplage Hartree-Fock.

2.6.1 Le Modèle de Hubbard Attractif
Le modèle de Hubbard [20]décrit les électrons sur un réseau qui interagissent uniquement l’orsque ils
se trouvent sur le même site , l’hamiltonien qui le décrit est écrit comme suit :

H = −
∑
ijσ

tij(c†iσcjσ + c†jσciσ)− |U |
∑
i

n̂i↑n̂i↓ (2.12)

2.6.2 Équation de Mouvement de G et Fonctions F
A fin d’étudier les propriétés d’équilibre du système [20], on étudiera l’équation de mouvement (EOM)
de la fonction de Green Matsubara .
Dans la représentation de Heisenberg un opérateur est définit

O(τ) = eτ(H−µN)Oe−τ(H−µN) (2.13)

3. Exemple :le faite de traiter la théorie des circuits électriques avec des nombres complexes, même si tous les
courants et tensions sont réels.

4. L’opérateur nombre est donné par N =
∑

i n̂i↑n̂i↓
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2.6. ETUDE DANS LE MASSIF

On rappel que l’équation de mouvement de n’importe quel opérateur (2.13) est donnée par

∂O(τ)
∂τ

= eτ(H−µN)[H − µN,O]− e−τ(H−µN) = [H − µN,O(τ)] (2.14)

On réécrit la fonction de Green (2.9) d’une manière explicite on trouve :

Gijσ(τ) = −〈ττciσ(τ)c†jσ(0)〉 ≡ −θ(τ)〈ciσ(τ)c†jσ(0)〉+ θ(−τ)〈c†jσ(0)ciσ(τ)〉 (2.15)

2.6.2.1 Equation de mouvement Gijσ :

On trouve l’équation de mouvement de la fonction de Green (2.15) comme :(
− ∂

∂τ
+ µ

)
Gijσ(τ) +

∑
δ

tij+δGi+δjσ(τ)− θ(τ)|u|〈n̂i−σ(τ)ciσ(τ)c†jσ(0)〉

+θ(−τ)|u|〈c†jσ(0)n̂i−σ(τ)ciσ(τ)〉 = δ(τ)δij
(2.16)

2.6.2.2 Découplage Hartree-Fock

Dans l’approximation de Hartree-Fock [20] ; on aura les moyennes

〈ni−σ(τ)ciσ(τ)c†jσ(0)〉, 〈c†jσ(0)ni−σ(τ)ciσ(τ)〉 (2.17)

On voit bien que les moyennes de l’équation(2.17) implique quatre opérateur à évaluer.

L’électron ne peut pas changer son spin pendant qu’il se propage alors les moyennes d’opérateurs de
la forme 〈c†i↑(τ)cj↓(0)〉 disparaissent ( pas d’ordre magnétique ) .
Par conséquent, dans la théorie de Hartree-Fock pour la supraconductivité on prend le cas de σ =↑
de l’équation (2.16) on aboutit à :(

− ∂

∂τ
+ µ

)
Gij↑(τ) +

∑
δ

tii+δGi+δj↑(τ)− θ(τ)|u|〈ni↓〉〈ci↑(τ)c†j↑(0)〉

−θ(τ)|u|〈c†i↓(τ)c†j↑(0)〉〈ci↓(τ)ci↑(τ)〉+ θ(−τ)|u|〈ni↓〉〈c†j↑(0)c†i↑(τ)〉
+θ(−τ)|u|〈c†j↑(0)c†i↓(τ)〉〈ci↓(τ)ci↑(τ)〉 = δ(τ)δij

(2.18)

Si on suppose qu’on a l’invariance par translation temporel 〈ci↓(τ)ci↑(τ)〉 = 〈ci↓(0)ci↑(0)〉 l’équation
(2.18) devient : (

− ∂

∂τ
+ µ

)
Gij↑(τ) +

∑
δ

tii+δGi+δj↑(τ)− θ(τ)|u|〈ni↓〉〈ci↑(τ)c†j↑(0)〉

−θ(τ)|u|〈c†i↓(τ)c†j↑(0)〉〈ci↓(0)ci↑(0)〉+ θ(−τ)|u|〈ni↓〉〈c†j↑(0)ci↑(τ)〉
+θ(−τ)|u|〈c†j↑(0)c†i↓(τ)〉〈ci↓(0)ci↑(0)〉 = δ(τ)δij

(2.19)

On définit deux fonctions de Green supplémentaires F et F̄ , que l’on appelle les fonctions de
Green anormales, elles sont définies comme suit :
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2.6. ETUDE DANS LE MASSIF

Fij(τ) = −〈Tτci↑(τ)cj↓(0)〉
et

F̄ij(τ) = −〈Tτc†i↓(τ)c†j↑(0)〉

les deux relations sont reliées par F̄ij(τ) = [Fji]∗ et donc l’équation (2.19) deviendra :(
− ∂

∂τ
+ µ

)
Gij↑(τ) +

∑
δ

tii+δGi+δj↑(τ) + |u|〈ni↓〉Gij↑(τ) + |u|Fii(0−)F̄ij(τ) = δ(τ)δij (2.20)

Il en résulte que EOM de Gijσ nécessite de trouver EOM de F̄ij .

2.6.2.3 Equation de mouvement F̄ij :

Maintenant on introduira EOM de F̄ij(τ) [20] :

F̄ij(τ) = −〈Tτc†i↓(τ)c†j↑(0)〉 = −θ(τ)〈c†i↓(τ)c†j↑(0)〉+ θ(−τ)〈c†j↑(0)c†i↓(τ)〉
et donc :

∂

∂τ
F̄ij(τ) = −δ(τ)〈c†i↓(τ)c†j↑(0) + c†j↑(0)c†i↓(τ)〉 − θ(τ)〈 ∂

∂τ
c†i↓(τ)c†j↑(0)〉+ θ(−τ)〈c†j↑(0) ∂

∂τ
c†i↓(τ)〉

avec le premier terme donne

δ(τ)〈c†i↓(τ)c†j↑(0) + c†j↑(0)c†i↓(τ)〉 = {c†i↓(0), c†j↑(0)} = 0

et

∂

∂τ
c†i↓(τ) = eτ(H−µN)[H − µN, c†i↓(0)]− e−τ(H−µN)

On a donc

[H − µN, c†i↓(0)] = −([ci↓(0), H − µN ])+

ce qui nous donne

[H − µN, c†i↓(0)] = −
∑
δ

tii+δci+δ↓(0) + |u|ni↑(0)ci↓(0)− µci↓(0))+

= −(
∑
δ

t∗ii+δc
†
i+δ↓

(0)− |u|ni↑(0)c†i↓(0) + µc†i↓(0))
(2.21)

∂

∂τ
c†i↓(τ) = −(

∑
δ

t∗ii+δc
†
i+δ↓(τ)− |u|ni↑(τ)c†i↓(τ) + µc†i↓(τ)) (2.22)

en injectant cette équation dans l’équation de EOM F̄ij(τ) nous donnera :
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2.6. ETUDE DANS LE MASSIF

(
− ∂

∂τ
− µ

)
F̄ij(τ)−

∑
δ

t∗ii+δF̄i+δj(τ) + |U |〈Tτni↑(τ)c†i↓(τ)c†j↑(0)〉 = 0 (2.23)

finalement(
− ∂

∂τ
− µ

)
F̄ij(τ)−

∑
δ

t∗ii+δF̄i+δj(τ)− |U |〈ni↑〉F̄ij(τ) + |U |F̄ii(0−)Gij↑(τ) = 0 (2.24)

2.6.3 Calcul du Gap
Le gap est définit par les équations suivantes [20] :

∆i = |U |Fii(0−) = |U |〈ci↓(0)ci↑(0)〉,∆∗i = |U |F̄ii(0−) = |U |〈c†i↑(0)c†i↓(0)〉 (2.25)

Étant donné le système est homogène ,la transformée de Fourier des fonctions F̄ij(τ) et Gij↑(τ) sont
données par :

F̄ij(τ) = ∑
k F̄k(τ)eik(i−j)

F̄i+δj(τ) = ∑
k F̄k(τ)eik(i−j)eikδ

Gij↑(τ) = ∑
kGk↑(τ)eik(i−j)

Gi+δj↑(τ) = ∑
kGk↑(τ)eik(i−j)eikδ

et donc on obtient finalement(
− ∂

∂τ
+ µ+ 1

2 |U |〈n〉 − εk
)
Gk↑(τ) + ∆F̄k(τ) = δ(τ) (2.26)

(
− ∂

∂τ
− µ− 1

2 |U |〈n〉+ εk

)
F̄k(τ) + ∆∗Gk↑(τ) = 0 (2.27)

si on suppose que 〈niσ〉 et ∆i sont indépendants du site i du réseau la transformer de Fourier des
fréquences Matsubara nous donnent :

Gk↑(τ) = 1
β

n=∞∑
−∞

eiωnτGk↑(iωn) (2.28)

F̄k(τ) = 1
β

n=∞∑
−∞

eiωnτ F̄k(τ)(iωn) (2.29)

δ(τ) = 1
β

n=∞∑
n=−∞

eiωnτ (2.30)

les équation (2.26)et (2.27) en fréquences Matsubara deviennent :

(iωn + µ+ 1
2 |U |〈n〉 − εk)Gk↑(iωn) + ∆F̄k(iωn) = 1 (2.31)

(iωn − µ−
1
2 |U |〈n〉+ εk)F̄k(iωn) + ∆∗Gk↑(iωn) = 0 (2.32)
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2.6. ETUDE DANS LE MASSIF

On résolvent ces équations on obtient

Gk↑(iωn) =
iωn − µ− 1

2 |U |〈n〉+ εk

ω2
n + (µ+ 1

2 |U |〈n〉 − εk)2 + |∆|2 (2.33)

F̄k(iωn) = ∆∗
ω2
n + (µ+ 1

2 |U |〈n〉 − εk)2 + |∆|2 (2.34)

De la définition de l’équation (2.25) de ∆ on a [20] :

∆∗i = |U |F̄ii(0) = |U |T
n=∞∑
n=−∞

∑
k

F̄k(iωn) (2.35)

la solution non triviale ∆ 6= 0 de cette équation nous donne le gap ∆ de la théorie BCS donné par
l’équation suivante

1 = |U |T
n=∞∑
n=−∞

∫
dε

ρ(ε)
ω2
n + (µ+ 1

2 |U |〈n〉 − ε)2 + |∆|2 (2.36)

2.6.3.1 Conclusion

• A partir de l’équation (2.36) on peut trouver 5 la température critique Tc en remplaçant ∆ = 0
dans l’équation . on peut montrer, en comparant les énergies libres, que lorsqu’une solution super
conductrice existe (c’est-à-dire ∆ 6= 0), son énergie est inférieure à celle de la solution de l’état
normal (Bardeen, Cooper et Schrieffer (1957)).

2.6.4 Calcul du Supercourant et du Courant Critique
A l’équilibre la distribution de charges dans le supraconducteur est centré à Q = 0 et donc aucun
courent circule, dans le but de circuler un courant on introduit une différence de phase des charges
dont le gap est donné à nouveau par :

∆j = eiQRj∆ (2.37)

et par conséquent les fonction de Green définit déjà F̄ij etGijσ perdent leurs invariance par translation
, c’est pour cela on redéfinit à nouveau ces fonctions avec le même déphasage :
— La fonction de Green anormale est redéfinit comme :

F̄ij(iωn) = eiQ(Rj+Ri)/2F̄ij(iωn)

— la fonction de Green normale :

Gij↑(iωn) = eiQ(Ri+Rj)/2Gij↑(iωn)

— On redéfinit aussi les opérateurs de créations et d’annihilations :

c̃†iσ = eiQRi/2c†iσ, c̃iσ = e−iQRi/2ciσ

5. Avec une méthode numérique par exemple trapèze
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2.7. EFFETS DE DÉFFAUTS

Le courant total ainsi est définit comme :

j = −it
∑
iδσ

c†iσci+δσδ =
∑
k

vkc
†
kσckσ (2.38)

Si on applique une différence de phase selon la direction z l’équation (2.38) devient :

jz = −i |e|t
a2

∑
σ

(c†iσci+δσ − c
†
i+δσciσ) (2.39)

de la définition (2.8)de la fonction de Green on a :

Gii+δ(τ) = −〈Tτ (ciσ(τ)c†iδσ(0))〉 (2.40)

l’équation (2.39) devient donc :

jz = −i |e|t
a2

∑
σ

[Gii+δσ(0)−Gii+δσ(0)∗] = 4|e|t
a2 ImGii+δ(0) (2.41)

en transformant cette équation en fréquences Matsubara on trouve finalement l’équation de jz est
donné par [20] :

〈jz〉 = 4|e|t
a2h

T
∑
n

ImGii+δz(iωn) = 4|e|t
a2h

T
∑
n

Im

[
eiQa/2Giiδz(iωn)

]
(2.42)

2.7 Effets de Déffauts
Dans le but de modéliser les effets de défauts et donc la diffusion des électrons de l’autre partie de
la jonction on c’est basé sur le modèle de Falicov-Kimball , qui est en lui même un modèle complexe
à résoudre , d’où la nécessité d’une résolution numérique , et dans notre travail on se basera sur
l’approximation de la théorie du champ moyen dynamique .

2.7.1 Le modèle de Falicov-Kimball
Dans le modèle de Falicov-Kimball [20] l’hamiltonien est donné par :

HFK = Ef
∑
iσ

f †iσfiσ − µf
∑
iσ

f †iσfiσ + UFK
∑
iσσ′

c†iσciσf
†
iσ′fiσ′ (2.43)

avec Ef présente le niveau d’énergie des charges localisées à trouver les opérateurs f †iσ et fiσ , et le
terme UFK traduit les interactions entre les charges localisées et l’électron de la bande qui saute d’un
site à un autre , l’hamiltonien total est donné par :

H = −
∑
ijσ

tij(c†iσcjσ+c†jσciσ)−|U |
∑
i

n̂i↑n̂i↓+Ef
∑
iσ

f †iσfiσ−µf
∑
iσ

f †iσfiσ+UFK
∑
iσσ′

c†iσciσf
†
iσ′fiσ′ (2.44)
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2.7.2 La théorie du champ moyen dynamique
La DMFT [20] traduit la projection d’un problème d’un réseau à N-corps sur un problème local
à plusieurs corps,qui ce base sur le modèle d’impureté d’Anderson , en effet même le modèle de
Hubbard n’a pas de solution exacte pour des dimensions infinie [21] .
La DMFT présente une quantité essentiel qui est la self-energy traduite à travers l’équation de Dyson
donnée par :

Gij(τ) = 1
G0
ij
−1(τ)− Σij(τ)

(2.45)

G est la fonction de Green de l’Hamiltonien total H et G0 est la fonction de Green de l’Hamiltonien
sans interactions donnée par :

G0
ij(τ) = 1

Gij
−1(τ) + Σij(τ)

(2.46)

Pour un système homogène la transformé de Fourier en fréquences de Matsubara,nous donne :

G(iωn) = 1
[G0(iωn)]−1 − Σ(iωn) (2.47)

G0(iωn) = 1
[G(iωn)]−1 + Σ(iωn) (2.48)

Résoudre un problème avec des interactions revient donc finalement à calculer la self-énergie du
système, ici on voit bien l’utilité de la DMFT car dans cette approximation quand la dimensionnalité
du réseau devient infinit ( d→∞ ) Σij(iωn, k) ≡ Σi(iωn) elle devient locale et ne dépend pas de k.
et donc résoudre la DMFT où le modèle directement donnera le même résultat à des dimensionnalité
infinie.
la fonction de Green locale est donnée par l’équation :

G(iωn) =
∫
dερ(ε) 1

iωn + µ− Σ(iωn)− ε (2.49)

2.7.3 Algorithme de la DMFT
On calcule la self-energy du système partir de l’algorithme de la DMFT suivant [20] :

1. Fixer le potentiel chimique µ
2. Donner une valeur initiale Σint(iωn)
3. Utiliser l’équation (2.49) pour avoir G(iωn)
4. Utiliser l’équation (2.48) pour avoir G0(iωn)
5. Equation de Green de l’impurté G(iωn)
6. Calculer la self-energy finale Σout(iωn) de l’équation (2.48)
7. Comparer Σint(iωn) et Σout(iωn) si le calcul n’a pas convergé revenir à l’étape 1 .
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2.8. MODÉLISATION D’UNE JONCTION DE JOSEPHSON

2.8 Modélisation d’une Jonction de Josephson
On simule la Jonction de Josephson par des plans empilés longitudinalement de la nanostructure
multicouche comme représenter dans le schéma de la figure 2.1 ci-dessous qui consiste en deux
électrodes supraconductrices semi-infinies , où on prend le paramètre de Falicov-Kimball nulle
UFK = 0 reliées par une barrière d’épaisseur fini montré en vert,avec le même paramètre de
Hubbards (U) que les deux électrodes , mais avec UFK 6= 0 , on fixe w1 la concentration en impuretés
,les sites du réseau sont indiqués par des points sur le plan le plus à droite.
Le terme de saut est le même pour chaque direction x et y sur chaque plan et est noté t|| dans la
figure 2.1, peut varier d’un plan à l’autre pour les sauts vers la droite ou la gauche dans la direction
longitudinale noté t⊥ représenter par des lettres grecques α,β ... pour désigner les plans.
Principalement les fonctions de Green et par conséquant les courants sont obtenues par le raccorde-
ment des fonctions d’ondes aux interfaces [22].

Figure 2.1 – jonction de josephson
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Chapitre 3
MgB2

3.1 Introduction
Dans ce chapitre nous adaptons le formalisme porté précedent aux cas du MgB2 .

3.2 Données Expérimentales
Le découverte de la supraconductivité en 2001 par Nagamatsu et al.[23] [24] Le remplacement des
ions 10B par leurs isotopes 11B dans MgB2 produit un diminution de Tc de 1.0 K, ce qui renseigne
clairement que les phonons sont impliqués de l’interaction attractive nécessaire pour surmonter la
répulsion coulombienne et par conséquent pour la formation de paires de Cooper dans ce composé.
Par contre le remplacement des ions de 25Mg par 24Mg n’a presque aucun effet sur Tc. Ceci indique
une selectivité des modes de vibrations responsable du mécanisme de Cooper, et qu’en particulier
ces modes viennent exclusivement de la vibration des atome de bohr[25].
D’autre MgB2 est un supraconducteur de type II, ce qui en fait un bon candidat pour les applications
technologiques comme HC doit être elevé.
MgB2 possède la température critique Tc la plus élevée parmi les supraconducteurs dits convention-
nels, un record détenu jusqu’alors par Nb3Ge avec une temperature critique de 23 K. L’interet de
MgB2 ne vient pas seulement de sa témperature critique elevée qui est, du reste bien plus faible à
celles des supraconducteurs à haute températeurs HTSCs, mais plutôt de sa “maleabilité”, c’est-à-
dire de la facilité avec laquelle il se praite à la fabrication de films minces et même des fils. Ceci n’est
pas aisé avec les HTSCs. L’abandance des éléments constitutifs Mg et B permet aussi de réduire
drastiquement les couts de fabrication.
Pour plusieurs décinies le matériaux de choix pour la fabrication des jonctions de Josephson (JJ)
est le niubium de par la facilité du procédé de leur fabrication. L’incovénient majeur de ce type de
jonction est la faible température de transition de Nb, qui est de 9 K (voir figure1.2). Ceci réduit la
temperature operationnelle des JJ à base de Nb, comme la jonction Nb/AlOx/Nb, à entre 4 K et 5 K,
necessitant un très fort refroidissement et par conséquent une consomation élevée d’énergie. Par contre
les JJ à base de MgB2, du fait du fait de son gap elevé, peuvent opérer jusqu’à 20 K, des températures
relativement facilement atteintes avec des refroidissement cryogéniques. Des études[26] [27] on montré
la fabrication de JJs MgB2/MgO/MgB2 mais avec un coéfficient IcRN faible du fait que la largeur
de la barrière était trop elevée pour permettre un courant critique Ic conséquent. D’autre on utilisé
un bombardement par ions lourds, ce qui empêche ces dernier de diffuser efficaceement à l’interieur
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de l’échantillon (mais aussi la nature 3D de celui-ci ?). Comparativement le bombardement par les
ions He+ permet une pénétration plus importante et une possibilié élevée d’obtenir des barrières
uniformes empechant de ce fait le “courscircuitage“ et offrant la possibilié d’une production de masse
de ce type de JJs. En effet, plus recemment encore Kasaei et al [27] ont fabriqué des jonctions de
Josephson irradiant une partie d’un échantillon plat de MgB2 par des ions He+ pour en détruire la
supraconductivité et en faire une barrière en métal normal donnant une jonction de type SNS. Il a
été montré qu’une dose de 8× 1015/cm2 permet la suppression complète de Tc. Dans [4] deux doses
ont été utilisées, une faible de 9× 1015/cm2 et une forte de 2× 1016/cm2 donnant respectivement des
densité de courant critique de ∼ 107 A/cm2 et 1.× 106 A/cm2.

3.3 Structure Electronique
La structure cristalline de MgB2 consiste en un empilement aleterné de plans atomiques de Mg ayant
une structure hexagonale et de B ayant une structure en nid d’abeille (honeycomb). Les orbitales
responsables de la supraconductivité viennent essentiellement des atomes de B ; les atomes de Mg
n’ayant pour role que la contribution de leurs électrons au remplissage de ses orbitales issues de B,
et par conséquent aussi à fixer le potentiel chimique( où Ef ) de MgB2. L’unité élémentaire du plan
de B est anneau qui rappèle celui du benzène à base d’atome de C. Il s’en suit, que de même pour ce
dernier et dans cadre de LCAO où TB, les orbitales atomiques hybrides sp2, formés des orbitales s,
px et py, forment la liaison moléculaire σ, à caractère bidimensionnel, dans le plan de l’anneau, et les
orbitales pz forment une liaison π qui a un caractère plutot tridimensionnel. Dans MgB2 les liaisons σ
deviennent les orbitales σ qui ont une faible dispersion le long de l’axe c perpendaire au plan de B, et
les liaisons π deviennent les orbitales π qui à la fois une dispersion dans le plan et le long de l’axe c. Il
est à noter également qu’il y a très peu d’interaction entre les deux types de bandes. Du fait de leurs
dispersions les bandes σ et π contribuent à la conduction dans le plan de B, alors que la conduction
perpendiculairement à ce plan (le long de l’axe c) est due exclusivement à la bande π. Ceci résulte
en une forte anisotropie des propriété de transport de MgB2 et se repercute aussi dans les propriétés
thermodynamique, comme les champs critiqus Hc1 et Hc2, de celui-ci dans sa phase supraconductrice.
Par ailleurs les orbitales σ et π jouent des roles différents dans leurs contribution à la résistivité, se
court-circuitant l’une l’autre aux hautes et aux basses temperatures. A haute temperature la fible
interaction électrons-phonon de l’orbitale π est responsable de la dimunition de la résitivité malgrès
la forte interaction électron-phonon de la bande σ. Cette dernière est par contre responsable de la
supraconductivité et donc la résitivité nulle au basses temperatures du fait justement de son fort
couplage aux phonons.
Nous avons vu plus haut que les phonons du aux vibrations des atomes de bhor sont responsable de
la supraconductivité dans MgB2 et le mouvement des atome de B est fortement couplé aux électrons
occupant la bande σ. C’est ce qui explique que le remplacemnt de 10B par 11B dans MgB2 a bien
plus d’effet sur Tc que le remplacemnt de 25Mg par 24Mg. Il est également remarquable que malgré
la faible densité d’état de MgB2 au niveau de Fermi D(εF ), sa température de transition est elevée.
En effet et d’après la formule de BSC ?? la temperature critique Tc dépend à la fois de D(εF ), de
l’interaction électron-phonon V et de la fréquence caractèristique ωD des phonons. Et on comprend
alors que la faible valeur de D(εF ) est compensée par les valeurs elevées de V et de ωD.
Une faible interaction entre les orbitales σ et π en plus de l’interaction coulombienne entre les électrons
occupants ses orbitales font qu’un “effet de proximité” existe entrainant l’apparition des deux gaps à
la même température critique. En effet en absence totale de ses interactions on aurait observé deux
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condensat indépendants avec des gaps et des Tc différents. De l’autre côté si l’interaction était trop
forte on aurait observé un gap commun comme est le cas pour les métaux normaux comme Al.

3.4 Nos Calculs Théoriques
3.4.1 Paramétrisation en Liaisons Fortes
Le MgB2 se cristallise dans la structure hexagonale ayant pour groupe d’espace P 6/mmm, et les
paramètres de maille de a = 3.085 Å et c = 3.521 Å. Nous avons effectué, avec ses paramètres, un
calcul ab initio avec le code TB-LMTO dans l’approximation GGA de la structure électronique de
MgB2 . La structure de bande obtenue est montrée dans la Figure 3.1. Pour obtenir les paramètres,
énergies atomiques et integrales de sauts, nous avons fitté la structure de bande par celle obtenue
en liaisons fortes. Ces paramètres sont montrés dans le Tableau 3.1. On remarque une très bonne
coincidence entre les deux calculs autour du niveau de Fermi. Cependant, un légér écart existe pour
la bande π le long de la direction A L.

Γ M K Γ A L

-10

0

10

e
V

TB

TB-LMTO

Figure 3.1 – Bandes d’énergie de MgB2 calculeés par TB-LMTO(rouge) et en liaisons fortes(noir)
le long des directions de haute symétrie de la première zone de Brillouin

3.4.2 Deux Bandes Effectives et Interactions
A partir des calculs ab initio de la structure de bande de MgB2 montrés dans la Fig. 3.1 on voit que
deux bandes p traversent/coupent le niveau de Fermi. Dans la direction z, ou selon l’axe c, (la ligne
ΓA) une bande est très dispersive et correspond à la bande π qui va porter la majorité du courant
selon cette direction. L’autre bande est beaucoup moins dispersive, ou plus plate, et correspond à la
bande σ et qui a un caractère plutôt bidimensionnel. Et comme mentionné plus haut cette dernière est
fortement couplée aux phonons Eg dans le plan du bohr, ce qui lui confère un gap elevé. Quant au gap
de la bande π il est induit par celui de la bande σ. A cause de la structure hexagonale/honeycomb on
a en tout six bandes p à considerer du fait qu’on a deux atomes inéquivalents par cellule élémentaire.
Par contre si l’on ne s’interesse qu’à la direction z on peut se restreindre à un seul atome de B par
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plan. Au fait on somme sur k‖, et cette sommation est remplacée par une integrale sur la densité
d’états à 2D ρ‖(ε).
MgB2 possède huit bandes, issue du bohr, dont dérivent ses propriété électroniques au basses énergies.
Il s’agit de trois bandes p et une bande s, ce qui en fait huit puisqu’on a deux atomes inéquivalents
par cellule élémentaire. Nous remarquons sur la Fig. 3.1 que seules quatres bandes traversent le
niveau de Fermi et nous avons ses bandes par un modèle en liaisons fortes comme montré en traits
noires sur la figure. De plus en posant des contraintes sur les integrales de sauts le long de l’axe z,
on réduit ce nombre à deux orbitales, d’où le modèle à deux orbitales 1. Essentiellement, les seuls
integrales, suivant l’axe z, non nulles sont ppσ(deux orbitales p qui on leurs lobes suivant l’axe z)
et ppπ(deux orbitales qui on leurs lobes dans le plan xy) et ssσ. En utilisant ces contraintes et le
reste des paramètre donnés dans le Tableau 3.1, nous avons calculé les densités d’états à 2D ρ‖(ε),
montrées dans la Figure 3.2

Tableau 3.1 – Les paramètres TB utilisés pour générer les deux bandes effective de MgB2.

εs 1.40
tssσ −4.30
tspσ 5.10
t⊥ssσ 0.00 (−0.08)
t⊥spσ 0.00
εpσ 4.09
tσ 4.15
tπ −1.80
t⊥ppσ 0.00(−0.08)
t⊥ppπ 0.00(1.20)
εpπ −0.10

Le hamiltonien totale de MgB2 est donné par

HMgB2 = −
∑
i j mσ

tmij(c†miσcmjσ + c†mjσcmiσ)−
∑
imn

|Umn| n̂mi↑n̂ni↓ + Ef
∑
i

n̂fi + UFK
∑
i

n̂fi(n̂i↑ + n̂i↓),

(3.1)

3.4.3 Calcul des Gaps et Comparaison à l’Experience
3.4.3.1 Two-gap system

Les gaps calculé dans notre modèle sont montrés dans la Figure 3.3 où ils sont comparés aux valeurs
experimentales obtenus par Gonnelli et al.[4]. Les paramètres de Hubbards utilisés sont U11 = 1.680
eV, U12 = 0.542 eV , U21 = 0.433 eV et U22 = 0.550 eV
Pour la partie irradiée, utilisée plus tard dans la jonction, nous avons utilisé un paramètre de Hubbard
unique U = −0.745. Ceci bien évidemment un gap unique pour les deux bandes, comme montré dans
la Figure 3.8.

1. Nous tenons à indiquer que ces contraintes peuvent être levées entièrement si les calculs ultérieurs necessitent la
tenue en compte de plus ou de toutes les orbitales.
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Figure 3.2 – Densités d’états partielles 2D pour le modèle à deux bandes effectives de MgB2 .
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Figure 3.3 – Comparaison entre les gaps de MgB2 calculés dans le présent modèle et ceux déterminés
experimentallement par by Gonnelli et al.[4].

3.4.4 Courant Critique en Fonction de la Temperature et Comparaison
Dans la Figure 3.4 nous montrons un exemple de calcul du supercourant dans le massif en fonction
du gradient de la phase Q à T = 5.8 K. On voit que la majorité du courant est porté par la deuxième
bande(π) bien que son gap est inférieur à celui de la première(σ) comme montré plus haut dans la
Figure 3.3. Ceci vient du fait que l’integrale de saut, et donc la dispersion, le long de l’axe z sont
différents.
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Figure 3.4 – Supercourant (en unités de thop/(~a2)) dans MgB2 en volume comme fonction du
gradient Q à la température de T = 5.8 K.

A partir de calcul du supercourant comme fonction du gradient Q, à l’instar de ce qui montré dans
la Figure 3.4, on relève le maximum, et c’est ce qui définit le courant critique Ic . En repetant ces
calculs à différentes températures nous avons obtenu les résultats montrés dans la Figure 3.5.Avec
thop est tσ = 4.15 et tπ = −1.80 .
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Figure 3.5 – Courant critique (en unités de thop/(~a2)) dans MgB2 en volume comme fonction de
la temperature.

la densité du courant critique est en unité ethop/(~a2) , avec a est la cellule unitaire dans le plan
(ab), dans notre cas la longeur des vecteurs unitaire est a = 3.085Å et l’angle entre eux est de 600

cela donne un aire de 8.242Å et ~ = 6.52822.10−16eV , de sorte que :
e/(~a2)= 2.9777.1011(A/cm2/eV )

Si on s’intéresse à la bande π par exemple à T = 11.6K la valeur critique est de Jπ ' 6 × 10−5 et
thop = 1.2eV , alors on trouve que la densité du courant critique est environ Jc ' 2.1× 107A/cm2 .

On compare ces résultats avec les résultats obtenue par Cristina.B et Tsutomu.Y [29] présenter dans
la figure 3.6, qui illustre le courant critique Ic en fonction de la temperature sous camps magnétique,
on voit bien que à B = 0.5T la densité du courant est environ de 106A/cm2, ce qui nous parvient à
dire que sous un champ magnétique nulle on trouve le courant critique dans les environ 107A/cm2

, qui est de même ordre de grandeur que celui trouvé ( Voir figure 3.5). Des améliorations sont
necessaires pour une bonne comparaison avec les mesures experimentales, dont d’inclure plus de
voisins intervenantdans dans les intégrales de saut.
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Figure 3.6 – Courant critique (en unités de (A/cm2)) dans MgB2 en volume comme fonction de la
temperature [29].

3.4.5 Effets des Défauts : Gap et Courant et Critique
L’effet des impuretés diffusant sur les propriétés supraconductrice du MgB2 ( UFK = 2eV,T = 23.2K)
sont représentés dans la figure 3.7.
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Figure 3.7 – Gaps en fonction de la concentration en impuretés w1 pour UFK = 2 eV et à la
temperature T = 23.2 K. w1 varie de 0.01 à 0.1. Les lignes en tirets correspondent au cas pur
UFK = 0.

On voit bien l’effet de l’augmentation du nombre de concentration en impuretés w1 en effet, les gaps
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diminuent en fonction de la température à des faibles concentration w1 .
Pour tenir compte des effets de diffusion interbande on a utilisé des paramètres attrctifs
moyennés(U=0.745 eV) .la Figure 3.8 montre bien un gap unique pour les deux bandes. On voit
bien que le gap ne s’annulle pas (figure 3.7 ) même à (UFK 6= 0) , c’est pourquoi il faut maintenir
(U=0 eV) dans la barrière et donc on obtient un courant de Josephson Ic , et pour avoir le facteur
de qualité elevé ( qui est donné par IcRn ) on maintien aussi (UFK 6= 0) qui traduit une résistance
elevé dans la barrière .
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Figure 3.8 – Gap en fonction de la temperature pour MgB2 en présence d’un forte diffusion inter-
bandes qui resulte en des paramètres attrctifs moyennés. Tous les U sont fixés à 0.745 eV.

28



3.4. NOS CALCULS THÉORIQUES

3.4.6 Jonction de Josephson : Travail Préliminaire
Dans le cas d’une Jonction de 670 plans et une barrière de 20 plans à une température T = 25.53 on
obtient la variété du gaps montrés dans la figure 3.9 . On voit bien que le gap de la jonction coincide
avec le gap du massif (figure 3.3), mais dans le cas de la barrière on trouve pas les mêmes résultats
obtenue avant (voire figure 3.8) , en effet le gap gap ne ne s’annule pas dans la partie de la barrière
et cela revient à l’effet de proximité (le gap du massif qui induit l’existance du gap dans la barrière).
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Figure 3.9 – Gap ∆α en fonction du nombres de plans α pour une jonction de 670 plans avec une
barrière de 20 plans . On montre que la moitié de la jonction puisque l’autre moitié est obtenue avec
smétrie .La température est de 25,53, la TC qui correspond au massif où l’interaction de Hubbard
est la même que celle de la barrière.
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Conclusion générale

Nous avons entrepris dans ce travaile la modélisation de la supraconductivité dans le MgB2 en volume
ainsi que sous forme des jonctions de Josephson. Nous avons tout d’abord obtenu les paramètres
entrant dans la description en liaisons forte d’un cristal parfait de MgB2 à partir d’un fit de la
structure de bandes obtenue à partir de ces paramètres à celle obtenue par un calcul de premiers
principes. Nous avons ensuite obtenu deux bandes effectives de manière à ce qu’elle se prêtent à
une séparation entre une partie bidimensionnelle limitée à chaque plan de bohr et des intégrales de
sauts séparés qui lient un plan à ses plans premiers voisins. Cette manière de faire permet de tirer
profit de méthodes existantes utilisées précédement pour la modélisation de jonctions mais pour des
modèles simples et à une seule bande d’énergie. Au hamiltonien ainsi obtenu nous avont ajouté des
interaction de contact de type Hubbard avec un potentiel attractif qui permet de simuler l’interaction
effective, entre deux électrons, due aux phonon et qui est responsable de la supraconductivité dans
MgB2 . Cette interaction à été traité dans l’approximation de Hartee-Fock, qui est suffisante pour
reproduire les prédictions théorique de la théorie BCS et les mesures experimentales des deux gaps
observé dans MgB2. Pour simuler le effets des défauts générés dans la barrière, partie irradiée d’un
échantillion de MgB2 , nous avons utilisés le modèle de Falikov-Kimball qui décrit l’interaction entre
des charges localisées statique, mais disposées aléatoirement sur le réseau atomique, et les électrons
de conductions. Cette interaction a été traité dans le cadre de l’approximation du champs moyen
dynamique (DMFT) pour tenire comptes des corrélations électroniques. Nous avons ainsi calculé des
propriétés de MgB2 en volume dans sa phase supraconductrice, comme les gaps, la température de
transition, les courants critiques, et ce fonction des paramètres entrant dans le hamiltonien, dont
certains, comme la concentration de défaut et la largeur de la barrière d’une jonction, peuvent être
manipulés facilement par l’experimentateur.
Nous avons obtenu des résultats encourageants mais des améliorations sont necessaires pour une
comparaison concluante avec les mesures experimentales. Parmi ces améliorations nous envisageons,
d’une part, d’inclure plus de voisins intervenant dans les intégrales de saut et d’utiliser une base
d’orbitales pas necessairement orthogonale, c’est à dire inclure des integrale de recouvrement en sus
des integrales de sauts. Ceci permettra un rapprochement encore meilleur des calculs en liaisons fortes
avec ceux de premiers principes. D’autre part d’utiliser des méthodes nouvelles de calcul permettant
d’inclure les effets des electrodes sur la partie centrale du dispositif, où ont lieu les corrélations
électroniques, à travers des selfs-energies calculée de manière bien plus efficace que dans la méthod
actuelle du quantum zipper.
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